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Вступ. Вектор-функція скалярного аргументу. Границя, неперервність і диференційованість вектор-функції. Геометричний зміст вектор-функції. Формула Тейлора. Поняття кривої. Способи аналітичного представлення кривих.

Диференціальна геометрія – це розділ математики, який вивчає загальні властивості кривих ліній і поверхонь методами аналізу нескінченно малих, тобто властивості як завгодно дрібних кусків кривих і поверхонь. Диференціальна геометрія виникла і розвивалась в тісному зв'язку з аналізом, який сам в значній мірі виріс із задач геометрії. Багато понять геометрії передували поняттям аналізу: поняття дотичної передувало поняттю похідної, поняття площі і об'єму – поняттю інтеграла. І вже пізніше аналіз нескінченно малих, як суто аналітична теорія, почав існувати самостійно із своїми задачами, які істотно відрізнялися від геометричних задач диференціальної геометрії.

Диференціальна геометрія – наука, існування якої зумовлене потребами практики. Можна назвати багато сфер практичної діяльності де диференціальна геометрія знаходить безпосереднє застосування: складання карт, прокладання шляхів по земній поверхні і траєкторій космічних кораблів.

Виникнення диференціальної геометрії відноситься до першої половини XVIII століття і пов’язане з іменами Г.Монжа, Л.Ейлера, С.Ф.Гаусcа. Першу велику працю з теорії поверхонь написав Г.Монж ("Прикладення аналізу до геометрії", 1795 р.). У 1827 році Гаусc опублiкував роботу "Загальне дослідження кривих поверхонь", якою заклав основи теорії поверхонь в її сучасному вигляді. З цього часу диференціальна геометрія перестала бути супутником аналізу і зайняла самостійне місце в математиці.
Вектор-функція скалярного аргументу
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Для вектор-функції мають місце ті ж самі визначення границі, неперервності і диференційованості, що і для скалярних функцій, які її визначають, з певною модифікацією висловлювань.

Границя вектор-функції

Постійний вектор 
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( (. Мають місце теореми про границі аналогічні теоремам про границі для скалярних функцій.

Теорема 1. Границя суми вектор-функцій дорівнює сумі границь доданків 
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Дійсно, нехай 
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Згідно визначення границі це означає, що 
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Теорема 2. При множенні вектор-функції на скаляр, для скалярного, векторного і мішаного добутків границя добутку дорівнює добутку границь співмножників
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Неперервність вектор-функції

Вектор-функція 
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, який відповідає нескінченно малому прирiсту аргумента 
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 неперервні в точці t = t0, то їх скалярний, векторний і мішаний добутки неперервні в точці t = t0.

Похідна вектор-функції


Похідна вектор-функції визначається аналогічно похідній скалярної функції. Похідною вектор-функції по її скалярному аргументу називається границя відношення прирoсту вектор-функції до нескінченно малого прирoсту аргументу
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Так як при діленні вектора на число знову отримуємо вектор, то похідна вектор-функції є вектор-функція, для якої теж можна обчислити похідну – похідну другого порядку і так далі
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Вектор-функція, яка допускає існування похідних до к-того порядку включно зветься к – раз диференційованою.

Правила диференціювання

Правила диференціювання вектор-функцій аналогічні правилам, які  мають місце для скалярних функцій.

Теорема 3 Похідна суми дорівнює сумі похідних доданків
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Теорема 4 Добуток вектор-функції на скаляр, скалярний і векторний добутки диференціюються за правилами скалярного аналізу
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Мішаний добуток диференціюється за правилом
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Подвійний векторний добуток диференціюється подібним чином
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Похідна постійного вектора дорівнює нулю. Отже постійний скалярний або векторний множники можна виносити за знак похідної.

Нехай вектор-функція має координати 
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Формула Тейлора

Якщо вектор-функція 
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 деякі числа, які приймають значення в межах 
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 і в загальному випадку не дорівнюють одне одному. Помножимо першу рівність на 
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Як видно із виразу для  Rn,  він не дорівнює  похідній вектор-функції в якій-небуть одній точці, тобто його будова дещо складніша ніж у випадку скалярної функції. 
Величину  
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(t  називають першим диференціалом і позначають  
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 позначають другий диференціал і т.д.

Теорема 5. Похідна вектор-функції сталого модуля перпендикулярна до цієї функції. Дійсно, якщо 
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Гeометричний зміст похідної вектор-функції

[image: image1330.wmf]Як було показано вище, кінець вектор-функції, відкладеної від початку координат, описує деяку криву ( – годограф вектор-функції. Виберемо на кривій ( точки М(t0) i М1(
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 точка М1  рухається по кривій до положення точки М і хорда ММ1, обертаючись навколо точки М, займе граничне положення дотичної до кривої в точці М. Отже, вектор 
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 направлений по дотичній до кривої - годографа вектор-функції.
Поняття кривої. Способи аналітичного представлення кривих

Нехай М довільна множина точок простору. Кажуть, що заданo відображення ( множини М у простір, якщо кожній точці Х множини М поставлена у відповідність деяка точка ((Х) простору, яка зветься образом точки Х. Множина точок ((М), утворена образами усіх точок множини М, називається образом множини М. Відображення ( називається одно-однозначним, якщо образи різних точок різні. Оберненим до ( називається відображення 
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, яке кожній точці ((Х) множини ((М) ставить у відповідність точку Х множини М. Відображення ( називається неперервним, якщо для будь-якої точки Х із М і числа ( ( ( існує число ( ( 0 таке, що для довільної точки ( із М відстань точки ((() від ((Х) менша ( як тільки відстань ( від Х менша (. Якщо відображення ( є одно-однозначним і неперервним і його оберненене відображення 
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 також неперервне, то відображення ( називається топологічним, а множини М і ((М) -  топологічно еквівалентними, або гомеоморфними. Множину ( точок простору будемо називати елементарною кривою, якщо ця множина є образом відкритого відрізка прямої при топологічному відображенні його у простір. Нехaй ( - елементарна крива і a<t<b - відрізок прямої, образом якого є крива (. Координати точки М, яка є образом точки t відрізка прямої, є функціями від t 
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[image: image1331.wmf]Систему рівностей (1) називають параметричними рівняннями елементарної кривої. З'єднаємо точку М з початком системи координат XOYZ. Вектор 
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 називається параметричним рівнянням кривої ( у векторній формі. Для того, щоб функції 
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 системи (1) дійсно визначали деяку криву, вони повинні задовольняти умові 
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Параметр t однозначно визначає точки кривої, але геометрично він ніяк не пов'язаний з нею. Зберігаючи ту ж криву, можна увести іншу параметризацію. Для цього досить вибрати нову змінну (, пов'язану з 
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 функціональною залежністю t = t((), (0 ( ( ( (n,  де t(() монотонно зростаюча функція, і коли ( пробігає значення із проміжку ((0((n(, t пробігає значення із проміжку (t0(tn(. Тоді функція t(() допускає розв'язок ( = ((t) і значення t із проміжку (t0(tn( знаходяться у взаємнооднозначній відповідності із значеннями ( із проміжку ((0((n(. Кожному значенню ( відповідає єдине значення t, а, отже, єдина точка на кривій. Тому (, як і t, може бути параметром кривої. Щоб отримати параметричне рівняння кривої в новій параметризацїї, досить підставити в її рівняння 
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. Таким чином, на кривій можна довільно змінювати параметризацію, від чого змінюється вигляд її параметричного рівняння, але крива залишається незмінною. Диференціюємо це рівняння по новому параметру (  
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В багатьох випадках зручно вибирати в ролі параметра абсцису х. Тоді параметричні рівняння (1) матимуть вигляд  
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Ці рівняння звуться канонічними рівняннями кривої. В яких же випадках крива, хоча б у малому, допускає таку параметризацію? 

Теорема. Нехай ( - регулярна крива, задана параметричними рівняннями (1). Нехай в точці t = t0   х′t  ( 0. Тоді в околі точки t0 рівняння  х = х(t)  із (1)  може бути ров'язане відносно  t :  t = t(x),  причому при  x = x0,   t = t0. Тоді   y = f(t(x)) = f1(x),  z = ((t(x)) = (1(x) – канонічні рівняння кривої. Очевидно, при  [image: image1332.wmf]y′t (  0 криву можна задати рівняннями х = х(у),  z = z(у), а при z′t ( 0 - рівняннями  х = х(z),  у = у(z).  
У випадку плоскої кривої, заданої параметричними  рівняннями х = х(t),   у = у(t), при х = t, одержимо у = f(x). 
Це рівняння зветься явним, бо координата у є явною функцією другої координати х і воно має чітку геометричну інтерпретацію (Pис.4). Крива ( є образом відкритого відрізка осі ОХ а < x < b, а топологічне відображення його є паралельним зміщенням точок відрізка в напрямі осі ОУ.

[image: image1333.wmf]До цього часу ми розглядали криву як траєкторію рухомої точки. Але криву можна уявити як лінію перетину двох поверхонь  ((х,у,z)=0  і  ((х,у,z)=0  (Pис.5). Задання кривої системою двох рівнянь від трьох змінних називається неявним. Складемо матрицю, рядками якої є частинні похідні від функцій ((х,у,z) і ((х,у,z)  
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.  Якщо ранг цієї матриці дорівнює двом в точці  М0 (х0 ,у0 ,z0), то в околі цієї точки криву можна задати канонічними рівняннями. Якщо, наприклад,  
 (′yG′z - (′zG′y  ( 0, то крива може бути задана в околі точки М0  канонічними рівняннями у = f(x), z = ((x). 
Для плоскої кривої неявне рівняння має вигляд ((х,у) = 0. Якщо в точці М0   (y′ ( 0, то крива в околі точки М0  може бути задана явним рівнянням  у = f(x).
Приклади аналітичного представлення кривих параметричними рівняннями.

1. Еліпс 
[image: image120.wmf]1

2

2

2

=

+

b

y

a

x

. Оскільки сума квадратів величин 
[image: image121.wmf]a

x

 і 
[image: image122.wmf]b

y

 дорівнює одиниці, то природньо прийняти їх за косинус і синус деякого кута t:  
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2. Гіпербола 
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. Так як різниця квадратів гіперболічних косинуса і синуса дорівнює одиниці, то можна покласти  
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. Тоді  
x = a cht,  y = b sht – параметричні рівняння гіперболи. 
Можна використати інші вирази, різниця квадратів яких дорівнює одиниці: 
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3. [image: image1335.wmf]Астроїда 
[image: image129.wmf]3

2

3

2

3

2

a

y

x

=

+

, a>0. (Puc.6). Сума квадратів виразів 
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 дорівнює  одиниці. Покладемо 
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х = a cos3t,  y = a sin3t  (0(t(2() - параметричні рівняння астроїди. 

[image: image1336.wmf]4.   Півкубічна парабола   у2 – сх3 = 0.   (Рис.7)

Розв’язавши рівняння відносно  у, одержимо дві симетричні вітки кривої із спільною дотичною в початку координат   
[image: image133.wmf]3
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5.   Лист Декарта  х3 + у3 – 3аху = 0,  a>0.  (Рис.8)  
Увівши параметр  
[image: image134.wmf]x
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 і підставивши у  рівняння  кривої, одержимо параметричні   рівняння кривої
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6.    Циліндрична гвинтова лінія.  

Якщо точка М0 обертається навколо осі Z  і одночасно рівномірно переміщується паралельно осі Z , то вона описує циліндричну гвинтову лінію (Рис.9). Виберемо за параметр t кут, який утворює проекція ОР відрізка ОМ з віссю Х. Координати х і у точки М будуть тіж самі, що і точки Р, 
 x = acost, y = a sint,  де а – радіус кола, яке описує точка Р. Що стосується  вертикального переміщення МР =  z, то воно пропорційне куту повороту t і дорівнює z = bt. Таким чином,  
x = a cost, y = a sint, z = bt – параметричні рівняння циліндричної гвинтової лінії.
Запитання для самоперевірки. Вправи і задачі.

1. Дайте визначення вектор-функції скалярного аргументу.

2. Наведіть правила диференціювання вектор-функції.

3. Поясніть геометричний зміст похідної вектор-функції.

4. Чи можна стверджувати, що для вектор-функції  
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5. Якщо  
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 має постійний напрям. Доведіть.

 6.   Нехай для вектор-функції 
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( ≠ 0. Доведіть, що вектор-функція 
[image: image147.wmf])

t

(

r

r

    паралельна постійній площині.
7. Дайте визначення елементарної кривої.

8. Запишіть параметричні рівняння кола  х2 + у2  - 2ах = 0 (а >0), вибравши за параметр t кутовий коефіцієнт променя, який виходить із початку координат.

Відповідь:  
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Лекція 2

Особливі точки плоских кривих. Дотичні і асимптоти плоских кривих

Нехай  крива ( задана рівнянням F(x,y) = 0. Точка  М0(x0,y0)  кривої називається особливою точкою, якщо в ній виконуються рівності   

F'x(x0,y0) = F'y(x0,y0 ) = 0. Якщо принаймі одна із других похідних F″xх(x0,y0), F″xy(x0,y0), F″yy(x0,y0) відмінна від нуля, то точка М0(x0,y0) називається подвійною  особливою точкою. Взагалі, якщо всі похідні до n – 1 порядку  включно дорівнюють нулю в точці  М0(x0,y0), а принаймі одна із похідних порядку n відмінна від нуля, то точка М0(x0,y0) називається особливою точкою порядку n. Нехай точка  М0(x0,y0) є подвійною  особливою точкою, тобто одна із других похідних, наприклад, F″yy(x0,y0) ( 0. Перенесемо початок координат в точку М0  i pозкладемо функцію F(x,y) в ряд Тейлора в околі точки М0(0,0)
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R2. Залишковий член 
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. Знак ~ над похідними означає, що їх значення беруться в деякій проміжній точці 
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0 ( (  ( 1. Так як точка М0 належить кривій і є особливою, то
[image: image1338.wmf]F(0,0 ) = 0  і  F'x(0,0) = F'y(0,0 ) = 0. Тоді 
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Будемо вивчати поведінку кривої в околі точки М0(0,0), який для простоти виберемо у вигляді квадрата 
( х ( ( (,  ( у ( ( (. Легко бачити, що у вибраній області відношення 
[image: image153.wmf]y
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 для точок кривої обмежене по модулю знизу (
[image: image154.wmf]y
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( ( а ( 0, тобто біля осі у можна побудувати пару вертикальних кутів, куди точки кривої не попадають (Pис.10). Дійсно, припустимо протилежне, тобто, що в скількі завгодно малій області ( х (( (, ( у (( ( знайдуться точки (х,у) кривої, для яких відношення 
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 скільки завгодно близьке до нуля. Так як ці точки належать кривій, то вони задовольняють рівнянню
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(2)

Розділимо на  у2
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 = 0.  
Так як ми припустили, що 
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(0  і F″yy(0,0) ( 0, то маємо протиріччя: постійна величина F′′yy(0,0) в сумі з як завгодно малими величинами дорівнює нулю, що неможливо. Отже, відношення 
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 обмежене знизу, тоді відношення 
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 обмежене зверху. Позначимо u = 
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 i (u( < Q > 0. Розділимо (2) на х2 і використаємо позначення u = 
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Розв’яжемо рівняння (3) відносно u як квадратне рівняння з вільним членом 

F′′xx(0,0)
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, ігноруючи залежність другого доданку від u. 
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Так як доданок  
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 прагне до нуля при ( х ( ( ( ( 0,  
а  u ( Q, то ним можна знехтувати. Тоді  

u = -  
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, тобто є розв'язком   квадратного рівняння 
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(4)

[image: image1339.wmf]Позначимо корені цього рівняння через u1 і  u2. Тоді значення  u = 
[image: image173.wmf]x
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 точок кривої в околі точки М0 як завгодно близькі до u1 або u2. Тобто, для довільного      ( ( 0 знайдеться таке ( ( 0, що для всіх точок кривої в околі   ( х ( ( (,  ( у ( ( (  матимемо  
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Геометрично це означає, що кутовий коефіцієнт   
[image: image176.wmf]x

y

 прямої М0М, яка з'єднує точку М0 з точкою М кривої в околі ( х ( ( (,  ( у ( ( (, як завгодно мало відрізняється від u1 або u2. Інакше кажучи, всі точки кривої у вибраному околі точки М0 попадають у пару вертикальних кутів, які як завгодно тісно охоплюють пряму з кутовим коефіцієнтом  u1,  або в аналогічну пару вертикальних кутів для прямої з кутовим коефіцієнтом  u2   (Pис.11). Зрозуміло, що крива буде вести себе по різному в околі точки М0 в залежності від коренів квадратного рівняння (4).  Можливі три випадки.

1. (F′′xy(0,0))2 -  F′′xx(0,0) F′′yy(0,0) < 0

Корені  u1 і u2   комплексно спряжені і, отже, в околі точки М0 не існують інші точки кривої крім точки М0. Дійсно, якщо припустити, що в околі точки М0 існують інші точки, то вони мають задовольняти умовам (5), тобто дійсна змінна  
[image: image177.wmf]x

y

  може необмежено наближатися до комплексних чисел u1 і u2 , що неможливо. Точка М0  зветься ізольованою особливою точкою кривої.

2. (F′′xy(0,0))2 -  F′′xx(0,0) F′′yy(0,0) ( 0
Корені u1 і u2  дійсні і різні. Перейдемо від змінних х, у до х, u = 
[image: image178.wmf]x

y

.  Так як для точок кривої в околі точки М0 значення u стають як завгодно близькими до u1 або u2  то змінні  х, u  будемо розглядати поблизу значень  х = 0, u = u1,  або  х = 0,         u = u2,  тобто, обмежуючись значеннями ( х ( ( (, (u - u1( < (, або ( х ( ( (, (u – u2( < (, ми не пропустимо жодної точки кривої в околі точки М0. Розглянемо значення із першого проміжку ( х ( ( (, (u - u1( < (, для другого проміжку доведення будуть аналогічними. Позначимо ліву частину рівняння  (3) через ((х, u).  Одержимо    

((х,u) = 
[image: image179.wmf]+
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Диференціюємо по u 

 (' u(х,u) = 2(F′′xy(0,0) + F′′yy(0,0) u) + 
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[image: image1340.wmf] Підставимо значення х = 0, u = u1      

((0,u1) = 
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, бо u1 корінь цього  квадратного рівняння. Похідна  
(' u(0,u1) = 2(F′′xy(0,0) + F′′yy(0,0) u1) ( 0,  бо інакше 
u1 = -  
[image: image183.wmf]yy

xy

F

F

¢

¢

¢

¢

,  і  (F′′xy(0,0))2 -  F′′xx(0,0) F′′yy(0,0) = 0, а це не так, бо за умовою (F′′xy(0,0))2 -  F′′xx(0,0) F′′yy(0,0) ( 0.  За теоремою про існування  неявних функцій рівняння 
((х,u) = 0 за умови (' u(0,u1) ( 0 можна розв'язати відносно u в околі х = 0, u = u1, u = f1(x)  i  u1 = f1(0),  тобто  у = х f1(x) – елементарна крива в околі точки М0. Аналогічно у = х f2(x) для іншого проміжку значень ( х ( ( (,  (u – u2( < (. 

Таким чином, точки кривої, для яких значення х, u  знаходяться в околі значень (0, u1) і (0,u2), утворюють дві елементарні криві, які проходять через точку М0 і належать одній і тій же кривій F(х,у) = 0. Така точка М0  зветься вузловою, або точкою самоперетину кривої (Рис.12). 
Кутовий коефіцієнт дотичної до кривої у=хf1(x) одержимо диференціюванням по х  
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. Аналогічно, кутовий коефіцієнт дотичної до кривої    у = х f2(x)  при х = 0  буде 
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3.  (F′′xy(0,0))2 -  F′′xx(0,0) F′′yy(0,0) = 0. 
Корені u1 і u2  дійсні і рівні  u1 = u2 = - 
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,  (′ u(0,u1)  = 0  і ми не можемо розв’язати рівняння  ((х,u) = 0  відносно u.  Диференціюємо по х              



(′x(х,u)=
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Покладемо х = 0,  u = u1. Одержимо 

(′х(0,u1) = 
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, бо в загальному випадку u1  не є коренем цього кубічного полінома. Тоді рівняння  ((х,u) = 0  можна розв'язати в околі значень х = 0, u = u1  відносно х   x = f1 (u), 0 = f1 (u1) i у = u f1 (u). Рівняння 
 x = f1 (u) , у = u f1 (u)  є  параметричними рівняннями кривої в околі точки М0. Дослідимо ці параметричні рівняння. Диференціюємо рівняння  ((х,u) = 0  по  u, враховуючи, що х  є  теж функція від u
(((х,u)) ′u = (′ xx′u + (′ u = 0. Звідси  x′u = - 
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.  Покладемо х = 0,  u = u1. Тоді
 (′u(0,u1) = 0  і  x′′uu = - 
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 ( 0,  бо 
(″uu (0, u1) = 2F″yy(0,0) ( 0.  Розкладемо функцію x = f1 (u) в ряд Тейлора за степенями u - u1. Так як  х(u1)=0  і  x′u = 0, то розклад починається із членів другого степеня відносно  (u - u1).

f1 (u)=
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 f1′′ ('u1)(u - u1)2 + R2,, де R2 = 
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[image: image1341.wmf]Отже,  f1 (u) зберігає постійний знак – знак другої похідної  f1''('u1) незалежно від того  u ( u1, чи  u ( u1,  бо R2  нескінченно мала третього порядку і не впливає на знак розкладу.  Таким чином, при достатньо малих значеннях величини  (u – u1(  x = f1 (u)  зберігає постійний знак, так що крива розміщується по один бік від осі у. Перепишемо рівняння у = u х, віднявши u1х.

 у - u1х = (u – u1)х. 
Так як, u1х  є ордината точок прямої, проведеної з початку координат з кутовим коефіцієнтом u1, то у - u1х є відхилення кривої від прямої за ординатою, тобто МN = (u – u1)х. МN  змінює свій знак в залежностві від того u ( u1, чи u (  u1, бо х зберігає свій знак незалежно від знака u – u1, і точки кривої розміщуються над прямою при u ( u1 і під прямою при 
u (  u1. Таким чином, крива підходить до точки М0 двома гілками, які відповідають значенням u ( u1 і u (  u1, розміщуючись по один бік від осі у (Рис.13). Точка М0  називається точкою загострення, або точкою звороту першого роду. Так як відношення u = 
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 при прагненні точки М до точки М0 по тій чи іншій гілці прагне до u1, то кутовий коефіцієнт січної ММ0 має для обох гілок граничне значення u1, тобто пряма з кутовим коефіцієнтом u1 є спільною дотичною до обох гілок в точці М0. Якщо (′х(0, u1)=0, тобто 
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, то розклад функції ((х,u) починається  із степеней четвертого і вище порядків і необхідно розглянути похідні четвертого і вище порядків функції F(x,y). 
Випадок параметричного задання кривої

Нехай ( - плоска крива, задана рівняннями x = x(t), y = y(t) і точка  М0(t0) на ній.Точка М0 називається особливою, якщо x′t (t0) = y′t(t0) = 0.

Теорема. Нехай перші відмінні від нуля похідні функцій x(t) і y(t) в точці М0 мають порядки n і m відповідно і n<m. Точка М0 буде особливою точкою звороту першого роду, якщо n парне, а m непарне і точкою звороту другого роду, якщо n і m парні.
Дотична до кривої

Нехай крива ( задана рівнянням 
[image: image199.wmf])
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. Похідна вектор-функції, як відомо, направлена по дотичній до годографа вектор-функції, тобто до кривої (. Отже, рівняння дотичної до кривої в точці М0(t0) можна записати у вигляді  
[image: image200.wmf])

t

(

'

r

u

)

t

(

r

r

t

0

0

r

r

r

+

=

. Параметричні рівняння дотичної матимуть вигляд 

х = х0 + u x′t (t0),  y = y0 + u y′t (t0),  z = z0 + u z′t (t0),  
де x′t (t0), y′t (t0), z′t (t0) координати похідної вектор-функції в точці  М0(t0), а 
(х0, y0, z0) -  координати точки М0.  Нехай крива ( задана рівняннями F(x,y,z) = 0 i G(x,y,z) = 0. Будемо вважати точку М0  (х0,y0z0)  на кривій звичайною. Тоді в околі точки   М0   крива ( допускає регулярну параметризацію  x = x(t), y = y(t), z = z(t). 
Підставивши ці вирази у рівняння кривої, одержимо тотожності F(x(t),y(t),z(t)) = 0 i G(x(t),y(t),z(t)) = 0. Диференціюємо їх по t за правилами складної функції 

F′xx′t +  F′yy′t  + F′zz′t = 0  і G′xx′t + G′уу′t + G′zz′t = 0.

Перепишемо ці рівняння у вигляді 
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 - вектор, направлений по дотичній до кривої (. Рівність нулю скалярних добутків означає, що 
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Тоді рівняння дотичної з напрямним вектором 
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Рівняння дотичної до плоских кривих

1. Крива задана параметричними рівняннями  x = x(t), y = y(t). Тоді рівняння дотичної до кривої в точці   М0  (  t0) має вигляд



х = х0 + u x′t (t0),  y = y0 + u y′t (t0).
2. Крива задана явним рівнянням  y = f(x).   Рівняння дотичної буде
   
y = y0 + f′x (x – x0) 






      
3. Крива задана рівнянням F(x,y) = 0   і точка М0  є звичайною точкою кривої, для якої, наприклад,  F′y ( 0. Тоді рівняння  F(x,y) = 0  може бути розв'язане в околі  точки М0   відносно у   y = f(x).  Підставимо у рівняння   кривої  F(x,f(x))= 0   і диференціюємо по х  F′х + F′y f′'x = 0.  Звідси  f′x  =  - 
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 і рівняння дотичної матиме вигляд  y = y0  - 
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 (x – x0),   або (x – x0) F′х +(y - y0) F′y = 0.
Використовуючи рівняння дотичних, легко записати рівняння нормалі до плоских кривих  відповідно
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,    (x – x0)  +  f′x (у -  y0) = 0   і  (x – x0) F′у - (y - y0) F′х = 0. 
Асимптоти плоских кривих

[image: image1342.wmf]Асимптоти можуть мати лише незамкнені криві, які мають гілки, що віддаляються у нескінченність. Ця умова є необхідною, але не достатньою. Наприклад, парабола має  гілки, що віддаляються у нескінченність, але не має асимптот. Нехай крива ( задана параметричними рівняннями   x = x(t),  y = y(t),     t1(  t ( t2.  Кажуть, що крива ( прямує у нескінченність з одного боку, якщо при     t(t1, або t(t2 точка М (х,у) кривої віддаляється у нескінченність, тобто її відстань від початку координат 
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,  то кажуть, що крива ( прямує у нескінченність з обох боків. Асимптотою кривої називається така пряма g, що відстань d(t) точки М кривої до  цієї прямої прямує до нуля, коли t(t1, або t(t2 (Рuc.14). Відстань d(t) може монотонно прямувати до нуля, а може нескінченну кількість разів перетинати пряму g, тобто крива коливається навколо прямої, віддаляючись у нескінченність, але максимум відстані точки М кривої до прямої g прямує до нуля. Будемо шукати рівняння асимптоти у вигляді  у – кх – b = 0, де к – кутовий коефіцієнт прямої, а b – відрізок, який вона відсікає на осі у. Підставимо у це рівняння координати 
x(t), y(t) точки М кривої 
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 нормуючий множник прямої. Згідно визначенню асимптоти  y(t) – к x(t) – b ( 0 при t(t1, бо цей вираз є відстань від точки М до прямої g з точністю до нормуючого множника. Очевидно, що x(t) (∞ при t(t1. Дійсно, 
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. Отже, якщо асимптота існує і не паралельна осі у, то її кутовий коефіцієнт k є границя відношення 
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Таким чином, ми маємо наступний алгоритм пошуку асимптот не паралельних осі у.

1. Знаходимо значення  tі, для яких  x(tі) ( ∞.

2. Знаходимо границю відношення 
[image: image224.wmf])
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, при t ( tі. Якщо така границя існує, то позначаємо її кі, якщо не існує, то не існує асимптоти при t ( tі.
3. Знаходимо границю виразу y(t) – к x(t) при t(tі. Якщо вона існує, то позначаємо її як bі.
Розглянемо випадок, коли асимптота паралельна осі у. Тоді її рівняння має вигляд х – а = 0, де а = соnst. Підставимо x(t)  x(t) – а → 0, тобто, x(t) → а при 
t ( tі,  a  y(t) ( ∞.  Якщо границя існує, то позначаємо її через а і записуємо рівняння асимптоти  х – а = 0. 

У випадку задання кривої рівнянням y = f(x), х1 < х < х2, шукаємо границю відношення 
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 при х ( ∞. Якщо ця границя існує, то позначаємо її через к, тоді  
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Вертикальна асимптота  хі  - а = 0,  де хі  - ті значення, при яких  f(xі) ( ∞.
Асимптоти кривих, заданих рівнянням  F(x,y) = 0 .

Задача пошуку асимптот кривої  F(x,y)=0 є не повністю визначеною. Можна тільки вказати деяку сукупність прямих, яка містить асимптоти. Обмежимося випадком алгебраїчних кривих, коли F(x,y) є многочлен відносно х і у. Нехай цей многочлен має степінь m. Тоді його можна записати у вигляді 

F(x,y) = Fm(x,y) + Fm-1(x,y) + ….+ F1(x,y) + F0 = 0, 
де Fm(x,y) є сума членів m - того степеня, Fm-1(x,y) – m-1  і т. д. Враховуючи однорідність відносно кожної змінної х, у, перепишемо многочлен у вигляді 
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Поділимо на хm і перейдемо до нових змінних 
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(((,()= Fm(1,() +( Fm-1(1,() +(+( m-1F1(1,() +( m F0 = 0
Розглянемо цю залежність поблизу значень ( = 0, ( = к. Для того щоб  
((0,к) = 0, к має бути коренем полінома Fm(1,(). Нехай к – простий корінь полінома  Fm(1,(), тоді 
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Згідно теореми про існування неявної функції рівняння можна розв'язати поблизу значень ( = 0, ( = к відносно (   ( = ( ((), причому к = ( (0). Запишемо похідну від функції ( = ( (() по (  у вигляді 
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. З іншого боку, за правилом диференціювання неявної функції маємо 
 (′( +(′( (′( = 0   
Звідси (′( = -
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= 0 є асимптотою для тієї гілки кривої, для якої залежність між ( і ( задана рівнянням ( = ( (() і  ( (0) = к. Таким чином, простому кореню рівняння Fm(1,() = 0 відповідає одна асимптота не паралельна осі у. Цим шляхом знаходяться всі асимптоти не паралельні осі у. Щоб не втратити асимптоти паралельні осі у, можна повторити всі попередні викладки, помінявши місцями х і у. Тоді асимптоти паралельні осі у визначаться рівнянням  

х + 
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Запитання для самоперевірки. Вправи і задачі

1.  Запишіть умови, яким задовольняють особливі точки кривої?

2.  Дайте класифікацію особливих точок.

3.  Сформулюйте необхідні умови існування асимптот кривих.

4.  Запишіть алгоритм знаходження асимптот кривих, заданих рівняннями 
          х = х(t), у = у(t).  

5.  Знайдіть особливі точки кривих  і визначіть їх характер. Запишіть рівняння дотичних в особливих точках: 

а)   (х2 + у2)(х + 3)2 = 25х
б)   x = t – sint, y = 1 – cost.

Відповідь: 
а) М(0,0) – особлива вузлова точка. Дотичні  у = 
[image: image239.wmf]3

1

х, у = -
[image: image240.wmf]3

4

х;
б) М(t = 0) – точка звороту 1-го роду. Дотична х = 0.
6.  Запишіть рівняння асимптот кривих:  
а) 
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Відповідь у = х + 1, у = 
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. 
б) 2х4 – у4+ х2у2 – х2 – у2 = 0.   
Відповідь у = 
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Лекція 3

Дотикання плоских кривих. Стична крива. Стичне коло плоскої кривої. Обвідна однопараметричної сім'ї плоских кривих.

При вивченні кривих у нескінченно малому околі точки важливим є порядок близькості між двома кривими, які виходять із однієї точки. Ми можемо тоді замінити одну криву іншою, яка має просте аналітичне представлення.

[image: image1343.wmf]Якщо дві криві ( і ( ′ мають спільну точку М0 і в ній спільну дотичну, то кажуть, що криві дотикаються в точці  М0 . Нехай   криві (  і ( ′  задані рівняннями у = f(х)  і  у = g(х) відповідно і М0(х0,у0) - точка дотику. Тоді f(х0) = g(х0)  і  
 f'х(х0)  = g'x (х0).  Для оцінки близькості кривих в околі точки  М0  виберемо на  кривих (  і ( ′  точки М і N  із спільною абсцисою х близькою до х0 і розглянемо відрізок 
МN = у2 – у1 = f(х) - g(х) = ((х) (Рис.15). Очевидно, чим вищим буде порядок нескінченно малої  МN по відношенню до  х – х0 тим тісніше криві (  і ( ′ примикають одна до одної. 

Визначення  Якщо МN є величиною нескінченно малою n+1- го порядку по відношенню до  х – х0, то криві (  і ( ′ в точці  М0  мають дотик  n–того порядку. Нехай в точці  М0  для функцій  f(х) і g(х) існують похідні всіх порядків до (n+1) включно. Розкладемо функцію  ((х) =  f(х) -  g(х) в ряд Тейлора і врахуємо, що                          ((х0) = f(х0) - g (х0) = 0  і  ('х(х0) = f′x(х0) – g'x (х0) = 0. Тоді
МN =  ((х) = 
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(6)

Розклад починається із члена другого степеня  (x – x0)2 , тобто  МN = ((х) є нескінченно малою не нижче другого порядку по відношенню до х – х0  і ми маємо дотик першого порядку. Нехай f″xx (х0)= g''xx (х0),...,
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 і МN є нескінченно малою n+1 порядку по відношенню до х – х0,, а, отже, згідно визначенню, криві ( і ( ′ мають дотик n – того порядку в точці  М0 . Таким чином, для того щоб криві ( і ( ′ мали дотик n – того порядку в точці М0, необхідно і достатньо щоб виконувалися умови 

 f(х0) = g (х0),   f′x(х0) = g'x (х0),..., 
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Із (6) видно, що МN  = ((х) змінює свій знак при переході х через х0 при  n парному і криві, маючи дотик n порядку, перетинають одна одну, а при n  непарному розміщуються по один бік від своєї дотичної. 

Випадок неявного задання однієї з кривих

Нехай крива ( задана параметричними рівняннями x = x(t), y = y(t),  а  крива  ( ′ рівнянням  F(x,y) = 0. Нехай вони мають спільну точку М0 (х0,у0), яка відповідає значенню параметра t0 , тобто,  x0 = x(t0), y0 = y(t0)  і  F(x0,y0) = 0.  Підставимо координати x(t), y(t) у рівняння F(x,y) = 0. Одержимо деяку функцію від  t           ((t) = F(x(t), y(t)), яка обертається в нуль при  t = t0. Розкладемо функцію ((t) в ряд Тейлора за степенями  t - t0  враховуючи, що ((t0) = 0.
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При  t ( t0  ((t) буде нескінченно малою разом із  t - t0  такого порядку, яким буде степінь першого члена розкладу відмінного від нуля. Нехай 
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Ці умови рівнозначні вимозі, щоб розклад в ряд Тейлора починався із членів n+1 порядку, або вище, тобто, щоб ((t) була нескінченно малою n+1 порядку, або вище по відношенню до t - t0. Покажемо, що ця вимога є необхідною і достатньою, щоб криві ( і ( ′ мали дотик  n –того порядку. Нехай М0(х0,у0) звичайна точка кривих ( , ( ′  і x't(t0)( 0,  F'y(х0,у0) ( 0. Тоді кожна із кривих може бути задана явними рівняннями у = f(x) і  у = g(x) в околі точки  М0. Виберемо на кривій (  точку M(x(t),у(t)) і точку N на кривій ( ′ з тією ж абсцисою х. Ординату точки М позначимо через y2 = y(t), а точки N – через у1. Тоді F(х,у1) = 0 і            ((t) = F(х,у2). Віднімемо F(х,у1). 

 ((t) = F(х,у2) - F(х,у1). Розглянемо F(х,у2) - F(х,у1) як функцію другого аргументу при фіксованому першому і застосуємо до неї теорему Лагранжа.

((t) = F(х,у2) - F(х,у1) = F′y(х,()(у2 - у1), де ( - деяке проміжне значення між  у1  і y2. При  t ( t0   M ( М0 ,  N ( М0  і  x(t) ( х0,  y2 ( у0,  у1 ( у0.

Тоді ( ( у0, і lim 
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= F′y(х0,у0) ( 0. А це означає, що ((t) і  МN = у2 - у1  є нескінченно малими одного порядку. Отже, порядок ((t) відносно t - t0  дорівнює порядку у2 - у1  відносно x - х0. Таким чином,  щоб криві  ( і ( ′  мали в точці М0 дотик  n –того порядку, необхідно і достатньо, щоб 

((t0) = 0,  
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Стична крива

Нехай задана крива (  параметричними рівняннями x = x(t), y = y(t)  і  сукупність кривих від n параметрів F(х,у,с1,с2,...,сn) = 0. Параметри с1,с2,...,сn можуть приймати різні значення, визначаючи множину кривих. Сукупність таких кривих називається сім'єю кривих від n параметрів. Необхідно серед кривих сім'ї знайти таку криву, яка мала б з кривою ( в заданій точці М0 кривої ( дотик найвищого можливого порядку в порівнянні з іншими кривими сім’ї, тобто необхідно знайти криву сім’ї, яка в околі точки М0 з найбільшою точністю відтворює криву (. Така крива сім’ї називається стичною. Підставимо координати x(t), y(t) в рівняння сім’ї і складемо функцію ((t) 

((t,с1,с2,...,сn) = F(x(t),y(t),с1,с2,...,сn). 
В точці М0(t0) функція ((t) дорівнює нулю ((t0,с1,с2,...,сn) = 0. Прирівняємо до нуля якомога більше похідних функції (. 
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. В загальному випадку неможливо точно вказати порядок n дотику. Але, враховуючи, що кількість невідомих параметрів дорівнює n, то необхідно зупинитися на 
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= 0. Це гарантує дотик n-1 порядку в точці М0. Розв’язуючи систему n рівнянь 
((t0,с1,с2,...,сn) = 0, (′t(t0,с1,с2,...,сn) = 0,…, 
[image: image258.wmf])
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(t0,с1,с2,...,сn) = 0  відносно с1,с2,...,сn, знаходимо криву сім’ї F(х,у,с1,с2,...,сn) = 0, яка має найвищий можливий порядок дотику до кривої (  в точці  М0. 

Стична пряма

Прямі на площині утворюють двопараметричну сім’ю  у – кх – b = 0. 

Знайдемо стичну пряму, тобто пряму сім’ї, яка має з кривою (   x=x(t),y=y(t)  в заданій точці  М0(t0) найвищий порядок дотику, тобто перший. Складемо систему рівнянь для визначення стичної прямої

((t0,к,b) = у(t0) – кх(t0) – b = 0. 

(′t(t0,к,b) = у′t(t0) – кх′t(t0) = 0. Звідси  к = 
[image: image259.wmf])
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Підставимо в перше рівняння  b = у(t0) - 
[image: image260.wmf])
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 х(t0). Остаточно 

у = у(t0) + 
[image: image261.wmf])
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 (х – х(t0)),  тобто маємо дотичну до кривої (.

Подивимося, чи не можна задовольнити рівняння  
(′′tt(t0)=y′′tt(t0) – kx′′tt(t0)=0. Звідси к = 
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. Але ми вже мали із попередніх рівнянь к =
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. Щоб уникнути протиріччя, прирівняємо 
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, або  y′′tt(t0) х′t(t0) - у′t(t0) x′′tt(t0) = 0. 

Цій умові задовольняє точка перегину кривої. Отже, в точці перегину кривої дотична до кривої  має  з нею дотик другого порядку і перетинає криву (парний порядок дотику).

Стичне коло

Кола на площині утворюють трипараметричну сім’ю 

(х - ()2 + (у - ()2 – R2 = 0.  
Це означає, що стичне коло в загальному випадку має з кривою  x = x(t),  y = y(t)  в точці  М0(t0) дотик другого порядку. Складемо систему трьох рівнянь для знаходження параметрів (, (, R. 

((t0,(,(,R) = (х(t0) - ()2 + (у(t0) - ()2 – R2 = 0.  

('t(t0, (,(,R) = 2(х(t0) - ()х′t(t0) + 2(у(t0) - ()у′t(t0) = 0.
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(t0, (,(,R) = (х′t(t0))2 + (х(t0) - ()x′′tt(t0) +( у′t(t0))2 + (у(t0) - ()) y″t(t0)=0.

Знаходимо  
 (х(t0) - () =  у′t(t0)
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 (у(t0) - () = -х′t(t0) 
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R2 = 
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.  Остаточно   

( = х(t0)  -  у′t(t0) 
[image: image270.wmf])
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( = у(t0) + х′t(t0) 
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R = 
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Стичне коло називають колом кривини кривої, його центр ((,() – центром кривини кривої, а радіус  R – радіусом кривини кривої. Стичне коло, маючи парний порядок дотику з кривою, перетинає криву. Очевидно, формули (7) втрачають сенс, якщо y′′tt(t0) х′t(t0) - у′t(t0)x′′tt(t9) = 0. Але це ознака точки перегину, в якій дотична має з кривою другий порядок дотику, тобто можна вважати,  що стичне коло в точці перегину вироджується в пряму  (R( ().

Обвідна однопараметричної сім'ї плоских кривих

[image: image1344.wmf]
Нехай задана однопараметрична сім'я плоских кривих 
F(x,у,с) = 0. Обвідною сім'ї називається крива (, яка в кожній своїй точці дотикається до деякої кривої сім'ї, яка проходить через цю точку (Pис.16). Припустимо, що така крива ( існує. Тоді для кожної її точки М можна вказати криву l сім'ї, яка дотикається в точці М до кривої ( і, навпаки, кожна крива сім'ї визначає певну точку на кривій (. Оскільки крива сім’ї цілком визначається значенням параметра с, то крива ( може бути задана рівняннями х = х(с), у = у(с). Підставивши ці значення координат точок кривої в рівняння сім’ї, одержимо тотожність F(x(с),y(с),с)=0. Диференціюємо по с  F′х х′с, + F′у у′с + F′с = 0. 


   (8) 

Так як криві ( і l дотикаються одна до одної, то кутові коефіцієнти їх дотичних дорівнюють один одному 
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, або  F'х х′с, + F'у у′с =0. Підставивши у (8), одержимо F′с =0. Таким чином, якщо обвідна сім’ї  існує, то координати її точок задовольняють рівнянням  

F(x,у,с) = 0  і  F'с(x,у,с)  = 0.         (9) 

Розв'язавши цю систему відносно х і у, одержимо рівняння обвідної  

х = х(с), у = у(с).         




(10)



 

Навпаки, нехай задана однопараметрична сім’я кривих F(x,у,с) = 0  і геометричне місце точок, координати х = х(с), у = у(с) яких задовольняють рівнянням (9). Підставивши координати х=х(с), у=у(с) точок цього геометричного місця в рівняння сім’ї, одержимо тотожність  F(x(с),y(с),с) = 0. Диференціюємо по с, і беручи до уваги друге із рівнянь (9),  одержимо  F′х х′с, + F′у у′с = 0. 
Можливі три випадки.

1. Принаймі одна із похідних F′х, F′у  і х′с, у′с  відміннa від нуля. Це означає, що звичайні точки кривої (10) є звичайними точками кривих сім’ї. Тоді із              F′х х′с, + F′у у′с = 0,    одержуємо  
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 і крива (10) дотикається до кривих сім’ї, а, отже, є обвідною.

2.  Обидві похідні F′х, F′у = 0. Точки кривої (10) є особливими точками кривих  сім’ї  і  із умови  F′х х′с, + F′у у′с = 0  неможливо зробити висновок про дотикання кривої (10) до кривих сім’ї, тобто вона може бути обвідною, або геометричним місцем особливих точок кривих  сім’ї.

3.  Обидві похідні х′с, у′с  = 0. Тоді х′с = соnst i  у′с = соnst, тобто крива (10) вироджується в точку. Криві сім’ї утворюють пучок кривих із спільною точкою – центром пучка.

Крива, яка визначається системою рівнянь (9), називається дискримінантною кривою. Дискримінантна крива може бути обвідною, або геометричним місцем особливих точок кривих  сім’ї, або точкою - центром пучка кривих.

Приклад 1. Задана однопараметрична сім’я кривих 
(у – с)2 – (х – с)3 = 0.

Складемо систему рівнянь для знаходження дискримінантної кривої

F(x,у,с) = (у – с)2 – (х – с)3 = 0  і  
F′с(x,у,с) = -2(у – с) + 3(х – с)2 = 0.  

З другого рівняння знаходимо (у – с) = 
[image: image275.wmf]2

3

(х – с)2. Підставимо в перше 

(х – с)3(х – с - 
[image: image276.wmf]9

4

) = 0. Одержали дві гілки дискримінантної кривої.

1. х – с = 0,  або  х = с  і  у = х – перша гілка.

2. [image: image1345.wmf]х – с - 
[image: image277.wmf]9
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 = 0. Звідси  с = х - 
[image: image278.wmf]9

4

  і  х – с = 
[image: image279.wmf]9

4

.  Підставимо в рівняння сім’ї     у – с = 
[image: image280.wmf]27

8

,  або  у = х - 
[image: image281.wmf]27

4

 - друга гілка. Проаналізуємо ці дві гілки дискримінантної кривої. Знайдемо   F′х = 3 (х – с)2,  F′у = -2(у-с).  Для першої гілки F′х = F′у = 0, тобто пряма  у = х  є  носієм особливих точок заданої сім’ї кривих. Для другої гілки  F′х ( 0, F′у ( 0. Отже пряма  у = х - 
[image: image282.wmf]27

4

 є обвідною (Рис.17).

Характеристичні точки і характеристики сім'ї

[image: image1346.wmf]Нехай задана однопараметрична сім'я кривих F(x,у,с) = 0  і  с0 – деяке фіксоване значення параметра с, тобто із сім'ї вибрана крива F(x,у,с0) = 0.  Надамо параметру с деякий приріст (с і перейдемо до іншої кривої  F(x,у,с0+(с) = 0, близької до першої. Припустимо, що криві перетинаються в одній, або декількох точках. При  (с ( 0  ці точки будуть переміщуватися по кривій F(x,у,с0) = 0  (Pис.18).  Якщо вони прагнуть до деякого граничного положення М0, то цю граничну точку  М0 називають характеристичною точкою сім’ї на вибраній кривій. Очевидно, точка перетину кривих повинна задовольняти системі рівнянь F(x,у,с0) = 0 і 
F(x,у,с0+(с =0, або рівнозначній їй системі

 F(x,у,с0) = 0  і  
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При (с ( 0  матимемо F(x,у,с0) = 0  і  F'с(x,у,с0) = 0, тобто систему рівнянь (9) при фіксованому значенні с0 параметра с. Припустимо, що характеристичні точки існують на кожній кривій сім’ї. Тоді можна розглядати геометричне місце характеристичних точок  х = х(с), у = у(с), які задовольняють систему рівнянь (9), а, отже, входять у склад дискримінантної кривої і є, таким чином, обвідною, або носієм особливих точок сім’ї кривих.

Приклад 2.  Побудувати обвідну сім’ї нормалей кривої  x = x(t),   y = y(t). Запишемо рівняння сім’ї нормалей кривої  

х't (х -х(t)) + у't(у – у(t)) = 0, де t – параметр сім’ї. Диференціюємо по t
x''tt(t)(х -х(t))+ y''tt(t) (у – у(t))- ( х't(t))2 – (у't(t))2 =0

Знайдемо х і  у з цих двох рівнянь як функції від t.
 х = x(t) - у't (t) 
[image: image284.wmf])
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 y = y(t)+ х't(t) 
[image: image285.wmf])
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 (11)

Крива (11) є обвідною, бо сім’я нормалей не має особливих точок. Порівнюючи (11) і  (7), бачимо, що обвідна сім’ї нормалей кривої є геометричним місцем її центрів кривини.
Запитання для самоперевірки. Вправи і задачі
1.  Сформулюйте поняття дотику n – того порядку двох кривих.

2.  Яка лінія зветься стичною лінією кривої?

3.  Дайте визначення центра кривини, круга кривини і радіуса кривини.

4. Яка лінія зветься обвідною однопараметричної сім’ї кривих?

5. Визначити порядок дотику кривих   x =sint,  y = t2  і  x2 –2y + y2 = 0 
в   точці M(0,0). 
Відповідь:  дотик третього порядку.

Лекція 4

Поняття довжини дуги. Довжина дуги як параметр кривої. Кривина і радіус кривини кривої.

Розглянемо криву  (  задану рівнянням  
[image: image286.wmf])
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, a ( t ( b.  Вставимо між a і  b  довільно вибрані проміжні значення параметра  t,  t0 = a, t1,  t2, tn = b. Крива ( розіб'ється  точками  Мі  (і = 0, 1, n-1)  на n кусків. Впишемо в криву ламану, послідовно з'єднуючи точки Мі-1, Мі прямими. Нехай крива ( не має  кратних точок, тобто кожному значенню параметра tі відповідає одна точка  Мі  (Рис.19). Довжина одного відрізка ламаної дорівнює  
Мі-1 Мі = 
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.  Довжина ламаної визначиться як сума довжин окремих її відрізків sn  = 
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[image: image297.wmf]dt

r

b

a

t

ò

'

r

, яка називається довжиною кривої  s = 
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Довжина s дуги як параметр кривої

Нехай крива (  задана рівнянням  
[image: image299.wmf])
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, a ( t ( b. Зафіксуємо на кривій точку М0(t0) як точку відліку довжини дуги. Виберемо на кривій іншу точку М(t), причому t може бути як більшим, так і меншим t0. Довжина s дуги М0М визначиться інтегралом s = 
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  (12) , тобто s є функцією верхньої границі t інтеграла  s = s(t).    Диференціюємо (12) по t   s't = (
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Так як s't ( 0  і функція s(t) монотонно зростає від від'ємного значення при t = a до додатнього при t = b, проходячи через нуль в точці  t0 , то її можна розв'язати відносно t t = t(s),  s(а) ( s ( s(b). Отже, не тільки кожній точці М(t) кривої відповідає певне значення s, але і кожному значенню  s із проміжку (s(а),s(b)( відповідає значення параметра t із проміжку (а,b(, а з ним і точка  М(t) кривої (Pис.20). Таким чином, довжину s дуги можна вибрати за новий параметр, геометрично пов'язаний з кривою (його можна розглядати як криволінійну абсцису на кривій). Неістотна довільність полягає лише у виборі точки М0 і напряму, в якому дуга зростає. Параметр s називають натуральним параметром кривої. Помножимо (13) на dt   s't dt = (
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, тобто модуль похідної радіуса-вектора по параметру  s є одиничний вектор 
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Обчислювальні формули
Якщо крива задана параметричними рівняннями 
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У випадку плоских кривих 
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Якщо у = f(x),  то s = 
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Якщо крива задана полярним рівнянням  
r=r(() ((0 ( ( ( (n),  то s = 
[image: image314.wmf]j

j

j

j

d

r

r

n

ò

+

0

2

2

)

'

(

.
Кривина кривої

Нехай  крива (  задана рівнянням  
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За визначенням кривина кривої невід'ємна, але в багатьох випадках має сенс присвоювати кривині знак за правилом: якщо дотичний вектор 
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Перенесемо одиничний дотичний вектор 
[image: image320.wmf]t

r

, проведений в точці  M0, в точку  M.  Кут (( є кутом між дотичними векторами 
[image: image321.wmf]t

r

(s0)  і 
[image: image322.wmf]t

r

(s0 + (s) (Pис.23).    Далі

(
[image: image323.wmf]t

r

(s0+(s) -
[image: image324.wmf]t

r

(s0)( =(N0N ( = 2 sin 
[image: image325.wmf]2

q

D

. Розділимо на  (s  

[image: image326.wmf]s

sin

s

sin

s

)

s

(

)

s

s

(

D

D

D

D

=

D

D

=

D

-

D

+

q

q

q

q

t

t

2

2

2

2

0

0

r

.   
Перейдемо до границі при (s (0.   Одержимо  
 
[image: image327.wmf])

(

2

s

r

s

¢

¢

r

 = к.    

Вектор 
[image: image328.wmf]2

s

r

¢

¢

r

 перпендикулярний до вектора 
[image: image329.wmf]'

r

s

r

= 
[image: image330.wmf]t

r

 як похідна від вектор-функції постійного модуля. Позначимо через 
[image: image331.wmf]n

r

 його одиничний вектор 
 
[image: image332.wmf]k

r

r

r

s

s

s

2

2

2

¢

¢

=

¢

¢

¢

¢

=

r

r

r

r

n

.  Тоді   
[image: image333.wmf]2

s

r

¢

¢

r

= 
[image: image334.wmf]n

r

k

 .   Далі 


[image: image335.wmf][

]

[

]

n

r

r

r

r

k

r

r

r

s

s

s

¢

=

¢

¢

¢

2

.  Звідси 
[image: image336.wmf][

]

k

=

¢

¢

¢

ss

s

r

r

r

r

.
Виведемо формулу для обчислення кривини кривої 
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Складемо векторний добуток

(
[image: image340.wmf]ss

s

r

r

¢

¢

¢

r

( = (
[image: image341.wmf]t

r

¢

r

t's(
[image: image342.wmf]2

t

r

¢

¢

r

(t's)2+
[image: image343.wmf]t

r

¢

r

t″ss')( = (
[image: image344.wmf]t

r

¢

r
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Якщо  
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Для плоскої кривої х = x(t), y = y(t)
k = 
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 Якщо крива задана рівнянням  y = f(x),  то

k = 
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У випадку кривої  F (x,y) = 0  маємо

 к = 
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Якщо плоска крива задана рівнянням в полярних координатах  r = r ((),  то
х = r(() cos(, у = r(()sin(  і   х′( = r′( cos(  - r sin(, y′( = r′( sin( + r cos(, 

x″(( = r″((cos( - 2r′( sin( - r cos(,  y″(( = r″((sin( cos( + 2r′( cos( - r sin(  i

k = 
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Величина, обернена до к, називається радіусом кривини кривої R = 
[image: image358.wmf]k
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Еволюта і евольвента

 Нехай крива  (  задана рівняннями х = х(t), у = у(t). Якщо точка М кривої рухається уздовж неї, то відповідний їй центр кривини С((,() описує деяку криву – еволюту кривої (, яка є таким чином, геометричним місцем центрів кривини кривої ( (Pис.24). Сама крива ( по відношенню до своєї еволюти називається евольвентою. Рівняння еволюти можна отримати, переписавши відповідні рівняння для визначення центра стичного кола кривої, який є одночасно центром кривини кривої

( =  х(t) - у′t(t) 
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( =  у(t) + х′t(t) 
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(15)
Якщо крива ( задана рівняннями  у = f (х), то рівняння (15) перепишуться у вигляді

( =  х – f′'x(x) 
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Властивості еволюти

Перепишемо рівняння (15) в дещо іншому вигляді, враховуючи, що радіус 

кривини  R = 
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, де cos(  і  sin( - координати одиничного вектора  дотичної до кривої (. Тоді

(  = x(t) -  R(t)sin(,   ( = y(t) +R(t)cos(     


(16)
Диференціюємо рівняння (16) по t.
d( = dx – R cos( d( - dR sin(,  d( = dy - Rsin( d( + dRcos(., але R = 
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. Отже, d( = dx – dx - dR sin( = 

= -dR sin(,  d( = dy – dy+dRcos( = dRcos( . Розглянемо відрізок кривої (, для точок якого R ( 0  i   dR ( 0. Тоді R(t) є  функцією від  t, яка монотонно зростає, або убуває і не має точок, в яких R досягає екстремальних значень. Знайдемо відношення 
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тобто кутові коефіцієнти дотичних до еволюти обернені за знаком і величиною до кутових коефіцієнтів дотичних до евольвенти.

Властивість 1. Нормаль до евольвенти є дотичною в центрі кривини до еволюти.

Наслідок. Так як сім'я нормалей до евольвенти залежить від одного параметра, то еволюта є обвідною сім'ї нормалей евольвенти.
Позначимо довжину дуги еволюти через (. Тоді 
(d()2 = (d()2 + (d()2 = (dR)2 (sin()2 +(dR)2 (cos()2 = (dR)2  і  
d( = (dR, або 
[image: image372.wmf]1
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s

.  Це відношення є неперервною функцією від t,  і  не може приймати значення +1,  або –1, не приймаючи проміжні значення. Тому вона на всьому відрізку кривої дорівнює +1 або –1. Якщо напрям зростання  ( збігається з напрямом зростання R, то треба залишити знак "+" і тоді  d( = dR.

Властивість 2. Приріст d( дуги еволюти дорівнює відповідному прирісту dR радіуса кривини евольвенти. Дамо геометричну інтерпретацію цієї властивості. Нехай ми перейшли від точки М0 по дузі евольвенти в нескінченно близьку точку М1, а на еволюті – із точки С0 в точку С1 (Pис.24). Тоді приріст дуги еволюти 
d( = С1С0, а приріст dR = R1 -  R0 і  С1С0 = R1 -  R0,  де  R1  і R0  радіуси кривини кривої в точках М0 і М1 відповідно.

Наслідок. При монотонній зміні радіуса кривини кривої його приріст на заданному відрізку кривої дорівнює шляху, який пройшов центр кривини кривої по еволюті. Ця властивість еволюти і її наслідок допускають елегантну механічну трактовку. Уявимо, що на еволюту навернута гнучка нерозтяжима нитка від точки С2 до тоски С0, в якій вона сходить з еволюти по дотичній до неї і закінчується в точці М0 евольвенти (Pис.24). Будемо змотувати нитку з еволюти, зберігаючи натяг, щоб нитка весь час була направлена по дотичній до еволюти. Нехай С2С1М1 є її нове положення.Тоді відрізок С1М1 довший за R0 саме на довжину дуги еволюти С1С0  і, отже, він є радіусом кривини R1 і точка М1 належить евольвенті. Таким чином, евольвента може бути отримана шляхом змотування нитки навернутої на її еволюту. 

До цього часу ми розглядали відрізки кривих, для яких. радіус кривини R(t) змінювався монотонно. Припустимо, що він змінюється не монотонно, а проходить через максимум, або мінімум. Тоді dR =0 і d(  - dR sin( = 0, d( = dRcos( = 0, тобто точка еволюти, яка відповідає точці  евольвенти, в якій R приймає екстремальне значення, є особливою точкою – точкою звороту першого роду (Pис.25). 

Якщо на евольвенті є точки, в яких к = 0   ( R = ∞), то таким точкам не відповідає жодна точка еволюти. Коли ми наближаємося до такої точки з того чи іншого боку, то R  → ∞  і центр кривини точка С прямує на нескінченність. Таким чином, з обох боків від точки, де  к = 0  еволюта  утворює гілки, які  прямують на нескінченність, а нормаль до кривої ( в точці, 
де к = 0, є асимптотою до цих гілок (Рис.26).

Евольвента

Користуючись властивостями еволюти, ми показали, що евольвента може бути отримана  шляхом змотування нитки, навернутої на її еволюту. Покажемо, що евольвенту можна отримати, намотуючи нитку на еволюту. Нехай еволюта задана рівнянням  
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, де ( дуга еволюти, яка відраховується від деякої точки С0  еволюти. Проведемо дотичну до еволюти в точці С0 і відкладемо на ній довільний відрізок С0 М0 = а  (Pис.27). Перейдемо по еволюті в іншу точку С1, проведемо в ній дотичну до еволюти і відкладемо на ній відрізок 
С1 М1 = С0 М0 - С0 С1 = а -  (  і так далі, намотуючи нитку, закріплену в точці  С0 , на еволюту. В результаті, кінці нитки  М0, М1, ... опишуть криву – евольвенту заданої еволюти. Дійсно, радіус-вектор довільної точки М має вигляд  
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де 
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 одиничний вектор дотичної до еволюти в точці С  
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Покажемо, що дотична до еволюти  
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 є нормаллю до кривої (17). Диференціюємо (17) по ( 
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Ми бачимо, що вектор, дотичний до кривої (17), колінеарний вектору  
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, який направлений по нормалі до заданої еволюти і, отже, перпедикулярний до 
[image: image381.wmf])
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. Крива (17) перетинає дотичні до еволюти під прямим кутом і є, таким чином, евольвентою по відношенню до заданої еволюти. Так як відрізок С0М0=а  був вибраний довільно, то евольвенти утворюють однопараметричну сім'ю кривих з параметром а, тобто кожна точка нитки  С0 М0  описує одну із евольвент сім'ї (Pис.28). Очевидно, відрізок дотичної між точками двох евольвент зберігає постійну довжину d. Дійсно, якщо для однієї евольвенти відрізок дотичної  С0 М0 = а, а для другої   С0 М0′= а'  i  a′– a = d,  то на дотичній в довільній точці С еволюти ми  відкладали відрізок  СМ = а – С0С, а для другої евольвенти    CM′  = a′ -  С0С. Тоді ММ′ = CM′ – СМ = a′ -  С0С – (а – С0С) = a′ - а = d  як і для точок  М0 і М′0. 

Розглянемо будову евольвенти, проаналізувавши її рівняння (17).

1.  (  ( а  і  к(( ) ( 0. Евольвента є регулярною кривою без особливих точок, бо  
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( 0  і всі точки евольвенти звичайні.

2.  (  = а  і  к(( ) ( 0. Тоді  
[image: image383.wmf]'
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= 0.  Ця точка є особливою і належить одночасноі еволюті. Відрізок СМ, проходячи через нуль, змінює знак і починає зростати в зворотньому напрямі (Pис.29). Маємо точку звороту першого роду.

3.  к(( ) = 0. Для еволюти це буде точка перегину, а на евольвенті їй відповідає точка звороту другого роду  (Pис.30).


Запитання для самоперевірки. Вправи і задачі.

1.  Що таке натуральний параметр кривої ?

2.  Поясніть геометричний зміст кривини кривої.

3.  Дайте визначення еволюти і евольвенти.

4.  Сформулюйте властивості еволюти і запишіть її параметричні рівняння.

5.  Обчисліть кривину  k  кривої  x = a cost, y = a sint, z = bt. 



Відповідь.  k = 
[image: image384.wmf]2
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. 
6.  Обчисліть радіус кривини кривої  r2 = 2a2cos2(, заданої в полярній системі координат.

Відповідь:  R = 
[image: image385.wmf]r
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7.  Знайдіть точки кривої  y = sinх (0 ≤ х ≤ 2(), в яких кривина досягає екстремальних значень.           

Відповідь: х1 = 
[image: image386.wmf]p
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 х2 =
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.
8.  Обчисліть довжину дуги кривої  х = 8 (cost + t sint),  y = 8 (sint – t cost) між точками  М1(t = 0) і  М2 (t =
[image: image388.wmf]2

p

).  
Відповідь  s = (()2.
Лекція 5

Інженерний варіант задання кривих другого порядку. Конструювання криволінійних обводів методом кривих другого порядку.
Криві другого порядку  - конічні перерізи були відомі ще стародавнім грекам. Аполоній (близько 225р. до н. ери) написав трактат про конічні перерізи, в якому виклав властивості цих ліній, відомі до нього і відкриті ним самим. Загальне рівняння кривої другого порядку має вигляд

а11х2 + 2 а12ху + а22у2 + 2 а13х + 2 а23у + а33 = 0.



(18)

Це алгебраїчне рівняння другого порядку, в яке входять шість коефіцієнтів, з яких п'ять є незалежними. Тому для визначення кривої другого порядку необхідно задати п'ять умов: п'ять точок, з яких будь-які три не належать одній прямій, чотири точки і дотична в одній із них, три точки і дві дотичні і т. д. Тоді для визначення невідомих коефіцієнтів рівняння (18) кривої, заданої, наприклад, п'ятьма точками, досить підставити по черзі їх координати в рівняння (18). Одержимо систему із п'яти рівнянь з п'ятьма невідомими, розв’язок якої дозволить визначити невідомі коефіцієнти рівняння (18) кривої. Для дослідження типу кривої другого порядку використовують два визначники  
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Якщо ( ( 0, то  маємо невиродженну криву другого порядку:

( ( 0 – еліпс,    ( ( 0 – гіпербола,  ( = 0 –парабола. 

Рівність ( = а11а22 –(а12)2 = 0 у випадку параболи пов'язує три коефіцієнти і, отже, зменшує на одиницю кількість умов, необхідних для задання кривої другого порядку. Таким чином, парабола визначаєтьсячотирма умовами.

 Алгебраїчне рівняння (18) можна одержати і не розв'язуючи систему із п'яти рівнянь. Нехай S1= 0  і  S2 = 0 рівняння двох кривих другого порядку. Тоді  рівняння  (1 - ()S1 + (S2 = 0  (19),  де ( деякий параметр, є також рівнянням кривої другого порядку, яка проходить через чотири точки перетину кривих S1 і S2. Надаючи параметру (  різні значення, ми одержимо різні криві другого порядку, які проходять через ті ж самі чотири точки. Таким чином,  рівняння (19) задає однопараметричну сім'ю кривих другого порядку, причому криві S1 і S2 входять у цю сім'ю при (=0  і  (=1 відповідно. Для задання конкретної кривої сім'ї необхідно задати іще одну, п'яту умову, наприклад, п'яту точку Р(хр,ур), яка дозволить визначити значення параметра ( із рівняння (19), а, отже, і криву другого порядку  
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Приклад 1. Нехай заданo п'ять точок 1(х1,у1), 2(х2, у2), 3(х3,у3), 4(х4,у4), 5(х5,у5). Для визначення  кривої другого порядку, яка проходить через ці точки, запишемо спочатку рівняння кривих S1 і S2. у вигляді добутків прямих l12, l34, l14, l23, де  lij – прямі, які проходять через точки  1, 2, 3, 4 (Puc.31). 
 S1 = l12 l34,  S2 = l14l23 . Рівняння сім'ї (19) матиме
вигляд 






Puc.31
1 - ()l12 l34 + (l14l23 = 0   (20),     де
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 На практиці при аналітичному заданні довільного гладкого криволінійного контуру використовують дуги кривих другого порядку, які мають спільні дотичні в точках стику. Ці дуги задають трьома точками А, М, С  і двома дотичними 
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 в крайніх точках А і С. Для зменшення інформації при заданні дотичних використовують точку В їх перетину (Pис.32). Тоді дуга кривої АМС розміщується всередині трикутника АВС. Це  є, так званий, інженерний спосіб 






Pис.32

задання кривих другого порядку. Запишемо рівняння кривої другого порядку, заданої в інженерному варіанті. Використаємо рівняння (20), вважаючи, що точки 1 і 2 
збігаються в одну точку А, а точки 3 і 4 – в точку С. Тоді l12 – це пряма АВ, l34 – СВ, l14  і  l23 – одна пряма АС. Підставимо в (20)

(1 - ()АВ(СВ + ((АС)2 = 0 
(21).


Виберемо косокутну афінну систему координат (((  з центром в точці (  і масштабними відрізками ВА і ВС по осях (  і  (  відповідно (Pис.33). В цій системі вершини трикутника АВС матимуть координати А(1,0), В(0,0), С(0,1). Координати довільної точки М позначимо через (М  і  (М.  Радіус-вектор точки М запишеться у вигляді  

























Pис.33
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  (22)    
Знайдемо  (М  і  (М..  Рівняння прямої ВА має вигляд ( = 0,  ВС   -( = 0,    
АС  ( +( -1= 0. Підставимо у рівняння (21) 
 (1 - ()((-() +((( + ( -1)2=0.     (23) 

Запишемо рівняння дотичної до кривої (23) в точці М

 (-(1 - ()(М+2(((М+(М -1))((-(М)+(-(1 - ()(М+2(((М+(М -1))(( -(М)=0.    (24) Дотична (24) перетинає пряму ВА в точці  Р1((,0), а ВС – в точці Р2(0,(). Щоб обчислити ( підставимо рівняння ( = 0 прямої ВА в рівняння (24) 
( =
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Аналогічно, підставивши в (24), рівняння -( = 0 прямої ВС, знайдемо ( 

 ( =  
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Запишемо відношення відрізків 
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.   Так як  0 ( ( ( 1,  то  g1( g2 ( 0. Виразимо координати  (М  і (М  через g1 і g2, розв'язавши систему двох рівнянь  

g1(1 - ()(М +2(((М + (М -1) = 0  і  g2(1 - ()(М +2(((М + (М -1) = 0  з двома невідомими (М  і (М,. 
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Покладемо   g1= 
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Рівняння (26) є рівнянням сім'ї кривих другого порядку, які визначаються чотирма умовами: крайніми точками А і С дуги і дотичними в них, (А, (В, (С - вагові коефіцієнти точок А, В, С відповідно, u – параметр, який змінюється в межах  0 ( u ( 1 для точок дуги АС. Для визначення певної кривої пучка необхідно задати п’яту умову. На практиці, як п’яту умову використовують точку Е, розміщену на медіані ВD  трикутника АВС (Рис.34). Ця точка є найвіддаленішою від хорди АС, яка стягує дугу АС . Дотична до кривої в точці Е паралельна СА. Точку Е 
задають
відношенням





Рис.34

відрізка DЕ медіани до довжини медіани DВ, яке позначають через  f  і називають дискримінантом кривої другого порядку   
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 . Такий спосіб задання точки Е є зручним як з точки зору мінімізації інформації, так і наочності, бо f  визначає повноту кривої в межах трикутника АВС. Виявляється,  що для дуги еліпса f ( 0,5, параболи  f = 0,5,  гіперболи  f ( 0,5.  Виразимо вагові коефіцієнти  (А, (В, (С  через дискримінант кривої  f.  Із подібності трикутників  маємо 
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Таким чином, для точки  Е  g1 = g2 = 
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)2.  Покладемо 
(В, = 1, (А = (С .  Тоді   (А = (С = 
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(27)

Для параболи  f =  0,5  і рівняння  (27) матиме вигляд  
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Це ж рівняння можна одержати із (26), поклавши (А = (В,= (С, тобто  для задання параболи достатньо чотирьох умов.

В інженерній практиці для аналітичного задання криволінійного контуру використовують дуги кривих другого порядку. Для забезпечення гладкості контуру в спільних точках дуг задають спільні дотичні. Щоб забезпечити гладкість другого порядку, в 








Pис.35

точках стику необхідно мати однакові кривини, тобто  
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Сі = Аі+1  (Pис.35).   Отже, для і – тої  дуги необхідно задати п’ять умов, а для наступної – тільки точки  Ві+1 і Сі+1, бо кривина, підрахована в точці  Сі, буде одночасно кривиною в точці  Аі+1, тобто визначить   п’яту умову  для  і+1– шої  кривої. Її дискримінант можна обчислити за формулою 
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де  Рі, Рі+1  - подвоєні площі трикутників АіВіСі  і  Аі+1Ві+1Сі+1, а   Аі+1Ві+1 , ВіСі  - довжини відрізків Аі+1Ві+1   і   ВіСі  відповідно. 
Кривини кривої в кінцевих точках  А і С  обчислюються за формулами 
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Запитання для самоперевірки. Вправи і задачі

1. В чому полягає інженерний спосіб задання кривої другого порядку?

2. Запишіть рівняння кривої другого порядку в інженерному способі задання.

3. Поясніть геометричний зміст дискримінанта  кривої другого порядку.

4. Визначіть значення параметра  u  точки, в якій дотична до кривої паралельна хорді, яка стягує кінці дуги кривої другого порядку

Лекція 6

Стична площина кривої. Супровідний тригранник кривої. Скрут кривої.

Просторовою зветься крива, не всі точки якої належать одній площині. Але серед усіх площин, які проходять через довільну точку М кривої, існує площина, яка найбільш тісно прикладена до кривої. Ця площина зветься стичною площиною кривої. Інакше кажучи, стична площина кривої є граничне положення, до якого прагне площина, яка проходить через точку М і ще дві точки кривої М1  і М2, коли вони необмежено







Pис.36

наближаються до точки М. Стичну площину можна також визначити як таку, яка має з кривою  в точці М найвищий порядок дотику. Так як площини утворюють трипараметричну сім'ю, то в загальному випадку стична площина може мати другий порядок дотику. 

Нехай крива ( задана рівнянням  
[image: image429.wmf])

s

(

r

r

r

r

=

, М0 (s0) точка на ній і ( - площина, яка проходить через точку М0. Позначимо через h = МР  відстань від довільної точки М(s0+(s)  кривої (  до площини  (, а через d – відстань від точки М(s0+(s)  до М0. (Pис.36). Площина ( буде стичною площиною кривої в точці М0, якщо відношення   h ( d2  ( 0, коли точка М ( М0, тобто відхилення точок кривої в околі точки М0 є нескінченно малими третього порядку (або вище) по відношенню до довжини дуги s кривої.

Теорема. Регулярна двічі неперервно диференційована крива має в кожній точці стичну площину, при цьому вона або єдина, або довільна площина, яка проходить через дотичну до кривої в заданій точці, є стичною.

Позначимо через  
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Підставимо у вираз для h
 h = (
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Так як h є нескінченно малою третього порядку по відношенню до (s, то розклад повинен починатися з нескінченно малих членів третього і вище порядків по відношенню до (s. Таким чином,  (
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Перейдемо до довільного параметра  t. Тоді  s = s(t)  і  
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З цих рівностей видно, що перша і друга похідні по новому параметру t виражаються лінійними комбінаціями через 
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Pис.37
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Спочатку зміщення відбувається по дотичній до кривої і воно є найбільшим, бо має перший порядок відносно (s, і ми попадаємо в точку М′, потім відбувається зміщення другого порядку паралельно 
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в точку М''. При цьому ми все ще залишаємося в стичній площині і тільки третій доданок третього порядку відносно  (s  виводить нас із стичної площини в точку М кривої (Pис.37). 

Запишемо рівняння стичної площини. У векторній формі  
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(x – x0)(y′tz″tt- y″ttz′t) +(y – y0)(z′tx″tt- z″ttx′t) + (z – z0)(x′ty″tt- x″tty′t).

 

Із стичною площиною пов'язані ряд геометричних побудов. Так із множини нормалей, які можна провести до кривої в її довільній точці, виділимо дві особливі: нормаль 
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 Pис.38
стають невизначеними.
 Але для них існують граничні положення при наближенні до точки розпрямлення. Ці  граничні положення можна вибрати за стичну площину, головну нормаль і бінормаль в точці, де 
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Супровідний тригранник відіграє велику роль в теорії кривих, бо він визначає в кожній точці кривої місцеву систему координат з ортами 
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Запишемо рівняння осей тригранника. Вектор 
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Головна нормаль 
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 перпендикулярна до векторів 
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Нормальна площина визначається парою векторів 
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) = 0, або у координатній формі 

(x – x0)x′t + (y – y0)y′t + (z – z0)z′t = 0    - нормальна площина, 



(x – x0)Nx  + (y – y0)Ny + (z – z0)Nz = 0 – спрямна площина.



Розглянемо випадок неявного задання кривої рівняннями F(х,у,z) = 0  і 
G(х,у,z) = 0. Будемо вважати, що на поверхнях відсутні особливі точки. Тоді ці рівняння можна розв'язати відносно деякого параметра  t і крива визначиться рівняннями х = х(t), у = у(t), z = z(t).   Координати дотичного вектора 
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  з одного боку можна визначити із векторного добутку ((F (G(  = 
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=(FyGz-FzGу, FzGх–FхGz, FхGу–FуGх) =  =(Tx,Ty,Tz.). З іншого боку дотичний вектор до кривої  матиме координати 
(dx, dy, dz). Отже  dx = (Tx,  dу = (Tу,  dz = (Tz. Вектор 
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колінеарний векторному добутку  
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Скаляр ( можна відкинути як такий, що не впливає на напрям 
[image: image555.wmf]B

r

. При обчисленні dTx ,dTy , dTz диференціали dx  dy  dz замінюємо пропорційними величинами  Tx, Ty, Tz. 
Приклад 1. Задана крива  x2  + y2  + z2 = 9  i  x2  - y2  = 3. 
Записати рівняння стичної площини кривої в точці M(2,1,2).

Знаходимо частинні похідні  F′х = 2х, F′y =2у, F′z =2z, G′х=2х, G′у= -2у, G′z = 0.

Tx  =  F′y G′z - F′z G′у= 4уz. В точці  M  Tx = 8.

Tу =  F′z G′x – F′x G′z = 4xz. В точці  M  Ty =16.

Tz =  F′x G′y – F′y G′x =-8xy.  В точці  M  Tz=-16.

dTx= d(4yz) = 4(dy z + y dz). Підставимо замість dy і dz пропорційні їм величини Tу   і Tz .  Тоді dTx=4(4xz z+у(-8ху))=16хz2 -32 xy2. В точці  M  dTx = 64.
 dTy = d(4xz) = 4(dx z+x dz)=4(4yz2+x(-8xy))=16yz2 -32 x2y. В точці  M dTy=-64.

dTz = d(-8xy)=-8(dx y +x dy)=-32(y2 z+ x2 z). В точці  M  dTz = -320.
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=(Tу dTz - Tz dTy , Tz dTx – Tx dTz ,Tx dTy – Ty dTx). В точці  M 
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 Рівняння стичної площини кривої в точці M(2,1,2) буде мати вигляд 

4x - y + z - 9 = 0.

Скрут кривої

Нехай задана просторова крива (  рівняннм  
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. Виберемо на ній дві близькі точки  М0(s0)  і  М(s0+(s)  і проведемо в них стичні площини і одиничні вектори бінормалей  
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(s0+(s). Позначимо через (( кут між стичними площинами, або, що те ж саме, кут між бінормалями. Відношення цього кута до довжини дуги М0 М  називається середнім скрутом кривої на відрізку М0М (Pис.39). Границя відношення при (s ( 0 називається скрутом кривої в точці М0. 
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Pис.39





Теорема. Регулярна тричі диференційована крива має в кожній точці, де кривина відмінна від нуля, абсолютний скрут  ( æ ( = 
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Доведення. Так як 
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Перейдемо до границі при   (s ( 0. Вираз зліва прямує до границі (
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Підставимо у  (28)     ( æ(= 
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Інколи зручно брати скрут із знаком, який будемо визначати за таким правилом: будемо брати знак плюс, якщо стична площина обертається навколо дотичної проти годинникової стрілки, якщо дивитися з кінця вектора 
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 (30)

Перейдемо від параметра s до довільного параметра t. Очевидно, новий параметр є функцією від s   t = t(s). Диференціюємо  
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Знайдемо 
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Приклад.2. Знайти криві, у яких скрут в кожній точці дорівнює нулю. Маємо за умовою   æ  =  -(
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, тобто крива належить одній площині, перпендикулярній до вектора  
[image: image636.wmf]a
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, і, отже, є плоскою кривою.

Запитання для самоперевірки. Вправи і задачі.

1. Дайте визначення стичної площини кривої.
2. Назвіть осі і грані супровідного тригранника і накресліть іх положення в довільній точці кривої.

3. Сформулюйте геометричний зміст скруту кривої.
4. Запишіть рівняння стичної площини кривої х = 2t,  y = lnt,  z = t2 в точці  М(t= t0).   
 Відповідь: 2t0 x – 2t02 y – z - 3t02 + 2t02lnt0 = 0

5. Запишіть рівняння стичної площини кривої, заданої рівняннями
x2+y2+z2=25,  x2+y2 =5х (крива Вівіані) в точці M(0,0,5).
Відповідь: х + 2z – 10 = 0
6.  На бінормалях гвинтової лінії x = a cost, y = a sint, z = bt  в додатньому напрямі відкладіть відрізок постійної довжини  l  і запишіть рівняння геометричного місця кінців відрізків.

Відповідь:   х = а cost +
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7.  Обчисліть скрут кривої  x = t2,  y = t,  z = t4   в довільній точці. 

Відповідь   æ = 
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8.  Запишіть рівняння осей тригранника Френе циліндричної гвинтової лінії в довільній точці.

Відповідь:   
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 - рівняння дотичної, головної нормалі і бінормалі відповідно.
Лекція 7

Формули Френе. Кінематичний зміст формул Френе. Рівняння кривої в системі осей тригранника Френе. Натуральні рівняння кривої.

Формули Френе називають основними рівняннями теорії кривих. Вони носять дериваційний характер (derivee′- похідна) і дозволяють виразити похідні від векторів 
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 через самі ці вектори. Нехай крива ( задана рівнянням 
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 направлений по головній нормалі, а його модуль дорівнює кривині кривої. 
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Знайдемо похідну 
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Формули Френе дозволяють визначити коефіцієнти розкладу похідних радіуса-вектора точки кривої за векторами 
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Кінематичний зміст формул Френе

Формули Френе можна записати в дещо іншому вигляді, використовуючи той факт, що при переміщенні точки уздовж кривої тригранник Френе переміщується разом з нею і обертається таким чином, що  
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 - вектором бінормалі, тобто веде себе як тверде тіло. Так як кожному значенню параметра s відповідає певне положення тригранника, то можна умовно вважати s як час t. Тоді в кожний момент часу для тригранника можна вказати певний вектор миттєвої кутової швидкості, тобто тригранник начебто обертається навколо осі, направленої по деякому вектору  з кутовою  щвидкістю (
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Pис.40
з кінця вектора
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 від фіксованої точки О (Pис.40). Обчислимо швидкість руху точки Т кінця вектора 
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Рівняння кривої в системі осей тригранника Френе
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, тобто знайдемо коефіцієнти розкладу радіуса-вектора за осями тригранника Френе.
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(31)
Рівняння (31) є параметричним рівнянням у векторній формі кривої  (  в околі точки М0 в системі осей тригранника. 
Рівняння  (31) дає чітке уявлення про поведінку кривої в околі точки М0 . Зміщення із точки М0  в нескінченно близьку точку М1 складається із трьох послідовних зміщень: спочатку по дотичній, потім в напрямі головної нормалі і далі паралельно бінормалі. Зміщення в напрямі дотичної є нескінченно малою першого порядку по відношенню до (s, в напрямі головної нормалі – другого порядку, паралельно бінормалі – третього порядку. Коефіцієнт при 
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 містить (s  і, отже, при зміні напряму відліку дуги  зміщення в напрямі дотичної теж змінює свій напрям: при (s ( 0  зміщення здійснюється в напрямі  вектора 
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, при   (s( 0 – в протилежному напрямі. Отже, крива ( в околі точки М0  розміщується по обидва боки від нормальної площини і перетинає її в точці М0. Коефіцієнт  
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показує, що зміщення завжди відбувається в додатньому напрямі вектора 
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незалежно від знака (s, тобто зміщуючись по кривій  ( в той чи інший ік від точки М0 , крива розміщується по один бік від спрямної площини в додатньому напрямі вектора 
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. Відхилення  кривої від спрямної площини є нескінченно малою другого порядку по відношенню до (s. Нарешті, головна частина зміщення  
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кæ((s)3 паралельно бінормалі  містить множник  ((s)3, який  змінює свій знак разом з (s.  Таким чином, по один бік від точки М0  крива відхиляється від стичної площини в напрямі 
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.  Отже, в точці   М0  крива переходить з одного боку стичної площини на інший, тобто перетинає
стичну
 площину.
Перепишемо рівняння (31) з урахуванням того, що осі системи координат ХОУZ збігаються з осями тригранника 
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z = 
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Для того щоб накреслити криву ( в околі точки М0  при к > 0, розглянемо спочатку її проекції на грані тригранника Френе, тобто на координатні площини системи координат ХМ0YZ. 
Рівняння проекції кривої на стичну площину має вигляд
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Обмежимося в цих рівняннях тільки першими членами, бо саме вони визначають знаки х і у при малих (s. Отже, 
маємо



Рис.41 
х = ∆s;  y = 
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∆s2.

Виключивши ∆s, одержимо  
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х2.  Це рівняння параболи, яка дотикається до осі ОХ (
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), розташована по обидва боки від осі ОУ (головної нормалі 
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) і по один бік від спрямної площини (Рис.41).
Наслідок. Кривина k кривої дорівнює кривині її проекції на стичну площину.

Запишемо рівняння проекції кривої ( на спрямну площину, обмежившись, як і в попередньому випадку, тільки першими членами.
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Рис. 42 





Рис. 43
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 k æх3- кубічна парабола, яка дотикається до осі ОХ (
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) і має в точці М0 точку перегину. Якщо  æ>0, то координати х і z мають однакові знаки 
(Рис. 42), а при  æ( 0- різні (Рис. 43).
Рівняння проекції на нормальну площину запишеться у вигляді 
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æ2 y3  - півкубічна парабола, розташована по один бік від бінормалі 
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 і по обидва боки від головної
 нормалі 
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. 



Рис.44


В точці М0  маємо точку звороту першого роду і дотичну
, направлену 

по 
[image: image884.wmf]n

r

(Рис.44). 






Об′єднуючи все вище сказане, ми можемо уявити хід кривої в околі точки М0  наступним чином. Розмістимо спостерігача на головній нормалі з додатнього боку обличчям до бінормалі. Тоді крива, з′являючись зліва від спостерігача, обходить навколо нього і прямує згори вниз при   æ>0 і навпаки при æ( 0  (Рис.45).
Натуральні рівняння кривої

Натуральними рівняннями кривої називають рівняння, які визначаються тільки кривою і не    залежать






Рис.45
від вибору системи координат. Такими рівняннями є    к = к(s),  æ = æ(s), де к ( 0   (для плоскої кривої к = к(s)). Але чи дійсно ці рівняння визначають однозначно криву?  

Теорема  Для того щоб дві криві  ( і (1  відрізнялися лише положенням у просторі, необхідно і






 достатньо, щоб їх натуральні рівняння після узгодження початкових точок і напряму відліку дуг мали один і той же вигляд. (криві відрізняються лише положенням у просторі, якщо одну з них можна накласти на іншу шляхом руху у просторі як твердого тіла).

Необхідність. Нехай шляхом руху у просторі як твердого тіла криву ( вдалося накласти на криву (1. Тим самим встановлено взаємно однозначну відповідність між точками кривих: відповідними є точки, які співпали. Виберемо точки М0 і N0   як точки відліку дуг на кривих і узгодимо напрями відліку дуг (Pис.46). Тоді для відповідних точок М1 і  N1 значення  s будуть одні і ті ж бо  M0 M = N0 N = s. Тригранники
Френе в кожній точці кривої (
при її переміщенні
в просторі




Pис.46
переміщуються разом з нею як тверде тіло, залишаючись тригранниками Френе для всіх проміжних  положень кривої (, тобто 
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 залишається дотичною, 
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 головною нормаллю, 
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  - бінормаллю кривої у вибраній точці, і кути ( і (  між дотичними і бінормалями відповідно в суміжних точках залишаються без змін при переміщенні кривої. Так як і довжина дуги ∆s між точками M0  і M залишається без зміни, то і відношення  
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 = æсер – середні кривина і скрут не змінюються. Перейшовши до границі, можна стверджувати, що кривина і скрут зберігають свої значення. Таким чином, ми можемо стверджувати, що к і æ  в точці М1 і  відповідній їй точці N1 збігаються. А це означає, що і вигляд залежностей к = к(s)  і   æ = æ(s)  для кривих (  і (1  один і той же.

Достатність.  Нехай криві  ( і (1  мають однакові натуральні рівняння              к = к(s)  і  æ = æ(s). Узгодимо початкові точки М0  і N0  відліку дуг, для яких          к0 = к(s0)  і  æ0 = æ(s0). Перемістимо криву (  як тверде тіло так, щоб точки  М0  і N0  сумістилися. Цього можна досягти паралельним зміщенням всіх точок кривої ( на вектор М0 N0. Після цього повернемо криву ( як тверде тіло навколо точки М0 таким чином, щоб тригранники Френе кривих ( і (1  в точках М0  і N0 сумістилися, бо праву трійку взємноперпендикулярних ортів завжди можна перевести обертанням в довільну другу таку ж трійку. Покажемо, що при цьому вся крива  ( буде збігатися з кривою (1. Дійсно, уздовж кривої  (1   і переміщеної кривої ( вектори 
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 є вектор-функціями дуги s. При s = 0 ми попадаємо в точки М0  і N0 , які збігаються. Значення  
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r

,
[image: image894.wmf]n

r

,
[image: image895.wmf]b

r

 при s = 0 також будуть однакові, бо тригранники в точках  М0  і N0  наклалися один на одного. Таким чином, при s = 0 на кривій (1   і переміщеній кривій ( ми маємо однакові значення вектор-функцій   
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(s),
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(s),
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(s), a, отже, однаковими будуть їх проекції (х, (х, (х, (у, (у,  (у, (z, (z,(z , які є теж  функціями від s, але скалярними. І ці функції задовольняють одній і тій же системі рівнянь Френе
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   з однаковими коефіцієнтами к і æ, які не змінюються при переміщенні кривої і при s = 0 мають однакові значення. А це означає, що вигляд функцій (х, (х, (х, буде однаковий на кривій (1 і на переміщеній кривій  (. Аналогічно для  функцій  (у, (у,  (у, і (z, (z, (z.   Так як     (х = 
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, то  
dх = (х ds  і  х(s) = 
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.  При заданій функції (х(s) функція х(s) визначається з точністю до константи, так що х(s) для кривих ( і (1 відрізняється на константу. Але при s = 0 значення х(s) однакові для обох кривих, бо ми попадаємо в одну і ту ж точку М0 = N0.  Те ж саме стосується функцій  y(s) і z(s). Отже, обидві криві мють однакові параметричні рівняння   х = х(s),   у =  y(s),  z = z(s), тобто, криві ( і (1 збігаються.

Таким чином, натуральні рівняння визначають криву однозначно з точністю до її положення в просторі. Виникає питання, чи можна дві довільні неперервні функції ((s) і ((s) вважати кривиною і скрутом деякої кривої, чи вони повинні задовольняти певним умовам? 

Теорема.  Якщо в деякій області зміни  s0 ( s ( sn  задані дві довільні неперервні функції  ((s) ( 0  і ((s), то завжди можна побудувати просторову криву, натуральні рівняння якої матимуть вигляд  к = ((s),   æ = ((s). 

Крива визначиться з точністю до її положення в просторі.

Побудуємо дев’ять функцій аргумента s 
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Цим функціям ми не приписуємо ніякого геометричного змісту. Накладемо на них такі умови: функції першого стовпчика мають задовольняти диференціальним рівнянням
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Аналогічним рівнянням мають задовольняти функції другого і третього стовпчиків. Будемо вимагати, щоб при  s =0  функції приймали значення
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 На основі відповідної теореми аналізу можна стверджувати, що функції (х, (х, (х, (у, (у,  (у, (z, (z, (z існують і єдині. Покажемо, що матриця (33) ортогональна для довільного значення s. Складемо добутки двох її стовпчиків 

(х(у + (х(у + (х(у    і  диференціюємо по s 
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Підставимо значення із (34) 

 f(s) (х(у +(х f(s)(у+((s)(х(у - (уf(s)(х +((s)(х(у – f(s)(у(х - ((s) (х(у ((s)(у(х = 0.   Тобто добуток двох стовпчиків є константою,  а так як  при   s = 0  він дорівнює нулю згідно (35), то він дорівнює нулю і для довільного значення s. Складемо добуток стовпчика самого на себе    (х2 + +(х2 +  (х2. Диференціюємо по s  
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 = 2(х f(s)(х +2(х(((s)(х - f(s)(х) - 2(х((s)(х  = 0. Отже, (х2 + +(х2 +  (х2 = сonst, а так як при s = 0 він дорівнює одиниці, то він буде дорівнювати одиниці і для довільного значення s.  Таким чином, попарні добутки різних стовпчиків дорівнюють нулю, а однакові – одиниці, тобто матриця (33) ортогональна. Таку ж властивість вона має і по відношенню до своїх рядків.

Побудуємо тепер вектор-функції 
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, визначивши їх рівностями 
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. Складемо їх скалярні добутки і скалярні квадрати.

(
[image: image932.wmf]t

r

,
[image: image933.wmf]n

r

) = (х(х + (у(у + (z(z,,   (
[image: image934.wmf]t

r

,
[image: image935.wmf]b

r

) = (х(х +(у(у +(z(z,   
(
[image: image936.wmf]n

r

,
[image: image937.wmf]b

r

) = (х (х +(у (у + (z(z,   (
[image: image938.wmf]t

r

)2 = ((х)2 + ((у)2 + ((z)2, 
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)2 = ((х)2 + ((у)2 + ((z)2,  (
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)2 = ((х)2  + ((у)2 + ((z)2.  
Ми бачимо, що це попарні добутки рядків ортогональної матриці (33), а, отже, 
(
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Вектори 
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 утворюють трійку взаємно перпендикулярних  ортів і задовольняють диференціальним рівнянням  
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Побудуємо нарешті шукану криву. Її параметричні рівняння мають вигляд
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Так як функції (х, (у, (z ми уже побудували, то за цими формулами можемо одержати функції x(s), y(s), z(s) у всій області зміни параметра s, тобто одержати шукану криву. Далі покажемо, що параметр s відіграє роль довжини дуги побудованої кривої, а вектори 
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 є осями її тригранника Френе. Запишемо рівняння кривої у векторній формі
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Диференціюємо по s 
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(z (s) = 
[image: image977.wmf]t

r

(s), тобто похідна радіуса-вектора 
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(s) по параметру s є одиничний вектор, а, отже, параметр s є довжиною дуги побудованої кривої, а вектор 
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(s) є одиничним вектором дотичної. Тоді 
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 направлений по головній нормалі, а згідно (36) вектор  
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 множником f(s) ( 0  і має напрям 
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, тобто є одиничним вектором головної нормалі побудованої кривої.  Нарешті одиничний вектор 
[image: image984.wmf]b

r

, перпендикулярний до векторів 
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є одиничним вектором бінормалі кривої, і, отже, вектори 
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 є векторами тригранника Френе, для яких можна записати формули Френе
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Порівнюючи їх з формулами (36), яким задовольняють ці ж вектор-функції, ми переконуємося, що уздовж побудованої кривої  к = f(s) ,  æ = ((s).
Таким чином, ми побудували криву за наперед заданими  к, æ з точністю до її положення в просторі, бо при  s = 0  для початкових значень елементів матриці (35) ми могли б взяти довільну константу замість одиниці.

Запитання для самоперевірки. Вправи і задачі.

1. Запишіть формули Френе для кривої 
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(s). 

2. Запишіть натуральні рівняння кривої.

3. Запишіть натуральне рівняння евольвенти кола 

х = а(cost + t sint), y = a(sint –tcost).  
Відповідь к2 = 
[image: image996.wmf]as
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.
4. Доведіть, що в довільній точці М кривина кривої дорівнює кривині її проекції на стичну площину кривої в точці М.

Лекція 8

Дотикання кривої і поверхні. Стичні поверхні. Стична сфера.

Нехай задана поверхня F(x,y,z) = 0  і точка М0(x0,y0,z0) на ній. Нехай через точку М0 проходить крива (  
 x = x(t),  y = y(t), z = z(t). 
Крива може перетинати поверхню, а може дотикатися до неї. Будемо вважати, що функція F(x,y,z) достатньо число разів диференційована і хоча б одна із похідних F′z ,  F′x, F′y  не дорівнює нулю в точці  М0, і (x′t(t))2 + (y′t(t))2 + (z′t(t))2 ( 0, тобто
точка М0 є звичайною точкою поверхні і кривої. Виберемо на кривій ( довільну точку М близьку до М0 і проведемо через неї пряму, паралельну осі z до перетину з поверхнею в точці М1 (Рис.47).


Такий перетин матиме місце і тільки в одній точці. Дійсно, нехай в точці  М0(x0,y0,z0)  F′z ( 0. Тоді за теоремою існування неявної функції рівняння 
F(x,y,z)= 0  можна розв'язати відносно z = f(х,у) в околі точки М0 і після підстановки x(t), y(t) одержати 
z1 = f(x(t), y(t)). Це і буде точка М1 з координатами







Рис.47


 (x(t),y(t),z1), яка задовольняє рівняння поверхні F(x(t),y(t),z1)=0. Відрізок 
ММ1 = z(t) -  z1  буде, очевидно, вимірювати відстань в напрямі осі z між кривою в точці  М і поверхнею. Нехай точці  М0   відповідає значення параметра t0, а точці М – значення t.  При t ( t0 точки М  і М1 прямують до точки М0 і  ММ1 ( 0.  
Визначимо порядок нескінченно малої величини ММ1  по відношенню до t - t0.. Складемо функцію ((t) = F(x(t),y(t),z(t)) і покажемо, що  ((t) є нескінченно малою одного порядку з відрізком  ММ1 по відношенню до   t - t0.. В точці М0  ((t0) = 0, бо точка М0  належить як поверхні, так і кривій. Запишемо різницю  ((t) = F(x(t),y(t),z(t)) - F(x(t),y(t),z1) і застосуємо формулу Лагранжа до цієї різниці як функції однієї змінної  z при фіксованих двох інших змінних  x(t) і  y(t).  
((t) = F(x(t),y(t),z(t)) - F(x(t),y(t),z1) = F′z (x(t),y(t),() (z(t) - z1 ), де (  деяке проміжне значення між z(t) і z1.  При t ( t0  М ( М0  і  z(t), z1  і  (  прямують до z0,  а 
 x(t) (  x(t0) = x0,   у(t) (  у(t0) = у0. Тоді 
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. Отже, нескінченно малі ((t) і  z(t) - z1  є одного порядку відносно t - t0.. Так як  
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 за умовою, то хорда М0 М є теж одного порядку  з  t - t0 .    
Якщо ММ1 = z(t) -  z1  є нескінченно малою першого порядку по відношенню до t - t0, а, отже, і по відношенню до  довжини дуги М0М , то має місце перетин кривої з поверхнею. Взагалі, якщо ММ1 є нескінченно малою n+1 порядку, то має місце дотик n – того порядку.

Всі міркування стосовно відхилення точки М кривої від поверхні ми виконали за умови  F′z( x0,y0,z0) ( 0. Якщо  F′z( x0,y0,z0) = 0, а  F′y ( x0,y0,z0) ( 0, то можна змінити систему координат таким чином, щоб вісь у старої системи стала віссю z нової системи, і повторити попередні міркування. Таким чином, порядок дотику кривої і поверхні визначається тільки самою кривою і поверхнею і не залежить від вибору системи координат і параметризації кривої.

Розкладемо функцію ((t) в ряд Тейлора за степенями  t - t0,     
((t) = ('t(t - t0) + 
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1

(′′tt(t - t0)2 + …+ 
[image: image1000.wmf]L

+

-

+

+

+

+

)

1

(

0

)

1

(

)

(

)!

1

(

1

1

n

t

n

t

t

n

n

j


Якщо крива має з поверхнею дотик n – того порядку, то згідно визначенню розклад повинен починатися із члена   
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, який є нескінченно малою (n + 1) порядку відносно t - t0 . Тоді  
('t(t0) =0, (''tt(t0) =0, ..., 
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Ці умови є і достатніми, бо при їх наявності розклад може початися тільки із члена (n+1) порядку.  Зауважимо, що при парному порядку дотику крива, дотикаючись до поверхні, перетинає її.

Стичні поверхні

Нехай просторова крива ( задана рівняннями x = x(t),  y = y(t), z = z(t) і на ній задана точка  М0(t0).  Нехай F(x,y,z,с1,с2,...,сn +1) = 0  (n+1) параметрична сім'я поверхонь. Стичною називається поверхня сім'ї, яка має з кривою ( найвищий порядок дотику порівняно з іншими поверхнями сім'ї. Для визначення стичної поверхні складемо функцію ((t) = F(x(t),y(t),z(t),с1,с2,...,сn +1). Очевидно, поверхня буде мати тим більший порядок дотику,  чим більше похідних  функції ((t) буде обертатися в нуль в точці  М0.  Оскільки ми маємо (n + 1) невідомих параметрів с1,с2,...,сn +1, то для їх визначення необхідно мати  (n + 1) рівняння. 

Отже, ((t0) = 0,('t(t0) =0, (''tt(t0) =0, ..., 
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Таким чином, стична поверхня  (n+1) параметричної сім'ї поверхонь має з кривою дотик n – того порядку. 

Стична площина
Так як площини  Ах+Ву+Сz+D = 0  утворюють в просторі трипараметричну сім'ю, то стична площина в загальному випадку має з кривою дотик другого порядку, тобто крива її перетинає. Складемо функцію 


((t) = А x(t) + В y(t) + С z(t) + D = 0. Для визначення невідомих коефіцієнтів запишемо систему трьох рівнянь

((t0) = А x(t0) + В y(t0) + С z(t0) + D = 0
('t(t0) = А x't(t0) + В y't(t0) + С z't(t0) = 0



(37)

(''tt(t0) = А x''tt(t0) + В y''tt(t0) + С z''tt(t0) = 0. 

Позначимо через 
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(А,В,С) вектор, перпендикулярний до площин сім'ї. Тоді два останні рівняння системи (37) можна переписати у вигляді 
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=(x''tt(t0),y''tt(t0),z''tt(t0)). Таким чином, стична площина визначається двома неколінеарними векторами  
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. Її рівняння має вигляд  
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 в точці М0  стична площина кривої ( є невизначеною. 
Якщо в точці М0 стична площина має з кривою ( дотик третього порядку, то необхідно до системи (37) додати четверте рівняння
 
[image: image1014.wmf]3

t

j

¢

¢

¢

(t0) = А
[image: image1015.wmf]3

t

x

¢

¢

¢

(t0) + В
[image: image1016.wmf]3

t

y

¢

¢

¢

(t0) + С
[image: image1017.wmf]3

t

z

¢

¢

¢

(t0) = 0 .
 (38)

Це рівняння не повинно протирічити першим трьом. Оскільки А,В,С одночасно в нуль не перетворюються, то два останніх рівняння системи (37) і рівняння (38) визначать невідомі коефіцієнти А,В,С у випадку, якщо визначник cистеми дорівнює нулю  
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 = 0, тобто скрут æ  кривої ( в точці М0  дорівнює нулю.

Наслідок. Якщо стична площина має з кривою  дотик третього порядку в усіх її точках, то крива ( - плоска і її стична площина збігається з площиною кривої. 
Стична сфера

Нехай крива ( задана рівнянням   
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s

(

r

r

r

r

=

  і  точка  М0 (s0)  на ній.        Сфери   (х – а)2 + (у – b)2 + (z -  с)2 – R2 = 0,  або у векторній формі (
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(а,b,с))2= R2, утворюють чотирипараметричну сім'ю поверхонь. Складемо систему чотирьох рівнянь, з якої визначимо невідомі  
[image: image1022.wmf]r

r

(а,b,с)  і  R.   

((s0) = (
[image: image1023.wmf]r

r

(s0) -
[image: image1024.wmf]r

r

(а,b,с))2 - R2 = 0

('s(s0) = ((
[image: image1025.wmf]r

r

(s0) -
[image: image1026.wmf]r

r

(а,b,с)) 
[image: image1027.wmf])

(

0

s

r

s

¢

r

) = 0         

(''ss(s0) =((
[image: image1028.wmf]r

r

(s0) -
[image: image1029.wmf]r

r

(а,b,с)) 
[image: image1030.wmf])

(

0

s

r

ss

¢

¢

r

) + (
[image: image1031.wmf])

(

0

s

r

s

¢

r

)2 = 0


('''(s0) = ((
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(39)
Розкладемо вектор 
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,   де l,m,n невідомі коефіцієнти, які необхідно знайти. Підставимо цей розклад у рівняння системи (39) і використаємо формули Френе.
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Таким чином,    
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(41)




Отже, щоб дістатися до центра стичної сфери, необхідно із точки М0 кривої опуститися по головній нормалі в точку С0 – центр кривини кривої, а потім по прямій, проведеній через точку С0 паралельно бінормалі переміститися на відстань  
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в центр С сфери (Рис.48). Пряма, яка проходить через центр кривини кривої паралельно
бінормалі,






 Рис.48
зветься віссю кривини кривої, тобто центр стичної сфери належить осі кривини кривої. Коло, по якому стична площина перетинає стичну сферу, є стичним колом кривої.

Із формул (40), (41) видно, що при æ = 0, центр стичної сфери віддаляється на нескінченність у напрямі бінормалі, і  R ( (, тобто стична сфера вироджується в стичну площину, яка, як нам уже відомо, має з кривою в точці, де æ = 0, дотик третього порядку.

Виникає питання, чи не може стична сфера мати з кривою дотик четвертого порядку. Додамо до системи (39) п'яте рівняння
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Щоб це рівняння задовольнялось при уже знайдених величинах, необхідно щоб   - к''ss к æ+ 2(к's)2æ+к к's æ′s + к2æ3 = 0.




(42)

Якщо ця умова виконується, то стична сфера має з кривою в точці М0 дотик четвертого порядку.
Розглянемо випадок, коли крива ( належить поверхні сфери. Така крива зветься сферичною. Очевидно, стична сфера сферичної кривої збігається із заданою сферою, тобто в кожній точці кривої ми одержимо ту ж саму сферу. Таким чином, 
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 - к''ss к æ + 2(к's)2æ +к к's æ′s + к2æ3 = 0, тобто маємо умову (42). Із умови 
R= const і  R′s = 0  знову одержимо умову (42).

Висновок. Якщо стична сфера має з кривою в кожній її точці дотик четвертого порядку, то крива є сферичною, тобто розміщена на своїй стичній сфері.




Запитання для самоперевірки. Вправи і задачі

1. Сформулюйте поняття дотику n-того порядку кривої і поверхні.

2. Дайте визначення стичної поверхні просторової кривої.

3. Яка сфера зветься стичною сферою просторової кривої?

4. Визначіть порядок дотику лінії 

х = 1 + 3t + 2t2, y = 2 – 2t + 5t2, z = 1 – t2  з площиною

2x + 3y +19z –27 = 0  в точці t = 0.  Відповідь: дотик 3-го порядку.

5. Знайдіть координати центра  (xc, yc , zc)  і радіус R стичної сфери    циліндричної гвинтової лінії в довільній точці. 
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Лекція 9

Криві Бертрана. Лінії укосу.

Криві (  і  (1 звуться спряженими за Бертраном, якщо вони мають спільні головні нормалі, або інакше, крива  (1 перетинає під прямим кутом сім'ю головних нормалей кривої  ( (Pис.49). Нехай крива (  задана рівнянням 
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 де ( відстань між відповідними точками  М  і  М1 кривих (  і  (1.   Покажемо, що  ( = const для всіх відповідних 







Pис.49
точок кривих (  і  (1.  Диференціюємо рівняння (43) по s  
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Знайдемо бінормаль  
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Розглянемо окремі класи кривих Бертрана. Запишемо лінійне співвідношення, яке пов'язує к і æ в загальному вигляді  Аæ + Вк +С = 0.
Можливі варіанти.

1. B = С = 0,  A( 0 . Тоді  æ=0  і  ( є плоскою кривою. Таким чином, плоскі криві є кривими Бертрана.
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тобто вона є геометричним місцем центрів кривини кривої (. Кут між дотичними у відповідних точках дорівнює 
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. Очевидно,  крива, спряжена до кривої (  постійної кривини, є теж кривою постійної кривини.
Запитання для самоперевірки. Вправи і задачі.

1. Які криві називаються спряженими за Бертраном ?
2. За яких умов крива породжує спряжену криву?
3. Які криві звуться лініями укосу?
4. Доведіть, що лінія  x = 2t, y = ln t, z = t2  є лінією укосу. Визначіть напрям 
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, з яким дотична до лінії в довільній точці утворює постійний кут.
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